








M [G].





N, R,

ℵα 2ℵα α
α, 2ℵα = ℵα+1 :





M
M
M ZF M +¬HCM . L

ZF, L ⊆ M. ZF # HCL,
L $= M. M

ZF, ZF # V $= L.
V $= L ZF,

Cons(ZF ) ⇒ Cons(ZF +V = L).

M ZF + AC

ω, M ′

P(ω) ω
M (P(ω))M M ′ |= ω < #(P(ω))M < #(P(ω)),

M ′

M
ZFC U .



M?

a.
b a b

x. c
x x ∈ a x /∈ c′′.

a
M.

a x y
a x.

C M,
≤ . C

≤
p, q ∈ C, p ≤ q q p
q p.

p X, p ! X
p X, X.

≤ . p ! X
p |= "X, p ! X, p X

p, X

a, a

a.
a.

a ω
f : ω → 2



C = {p; p dom(p) ⊂
ω Im(p) ⊆ 2}, C G ⊆ C⋃

G = f.

p(n) = 1 n ∈ ω, p ∈ G,
f(n) = 1, n ∈ a. q ⊆ p, p

q.

G C :
G

M.

G :
n ∈ w p, q ∈ C p(n) $= q(n),

p q G,
⋃

G
p, q p ≤ q q ≤ p,

p ! X q ! ¬X. r
p ≤ r q ≤ r p ! X
p |= "X, r ! X. q ! ¬X r ! ¬X. r ! X

r ! ¬X,

C,

p q
p//q ∃r(p ≤ r ∧ q ≤ r). p q p⊥q.

q ∈ G p ≤ q q p q ∈ G
p G. G q ∈ G p ≤ q,

p ∈ G. q G,
q G. G C

(C, R),
G C
1. p, q ∈ G, r ∈ G pRr qRr;
2. q ∈ G, pRq p ∈ G.

G C, p, q ∈ G n ∈
dom(p)∩ dom(q) p(n) = q(n), 1.



n ∈ ω f(n). n ∈ ω, Dn = {p ∈ C; n ∈ dom(p)}.
∀q ∈ C, ∃p ∈ Dn(q ⊆ p). Dn

(C,≤) D ⊆ C, D
(C,≤) p ∈ C q ∈ D p ≤ q.

f(n) n ∈ ω
n ∈ ω, Dn ∩ G $= ∅. G

M (C,≤) ∈ M
G ⊆ C. G C− M

1. p, q ∈ G, r ∈ G p ≤ r q ≤ r;
2. q ∈ G, p ≤ q p ∈ G;
3. D ∈ M C, D ∩ G $= ∅.

f.
X

X ¬X.
D,

" : q ∈ C, q ! X q ∈ D. q ! "X,
q # ♦¬X, ∃r q ≤ r r ! ¬X. r ∈ D.

G p, q ∈ G, p q
G.

D = {r ∈ C; r⊥p ∨ (p ≤ r ∧ r⊥q) ∨ (p ≤ r ∧ q ≤ r)}.
D ∈ M ; D r ∈ D ∩ G. r, p, q ∈ G, r//p

r//q. r ∈ D, p ≤ r q ≤ p.

G,
G

M

M ZF +AC
U , (C,≤) M. p ∈ C
U G C− M p ∈ G

(Dn)n∈ω C
M. (qn)n∈ω p = q0 ≤ q1 ≤ ... n,

qn+1 ∈ Dn. G
{qn; n ∈ ω}, G = {p ∈ C; ∃n ∈ ω(p ≤ qn)}.



ZF + AC.

ϕ(x1, ..., xn)
α, β > α ∀x1, ..., xn ∈ Vβ(ϕ(x1, ..., xn) ⇐⇒

ϕVα(x1, ..., xn).

ZF,

φ ∈ For(L )
φ $φ%, φ.

X P X A
P X

Y X #(Y ) ≤ #(P ) + ℵ0, P ⊆ Y,
A Y.

θ : P(X) − ∅ → X θ(U) ∈ U
U X

Pn(n ∈ ω) X :
P0 = P ; Pn Pn+1

Gn φ(x, a1, ..., ar) Pn

∃xφ(x, a1, ..., ar) X; Pn+1 θ(Uφ)
φ Gn, Uφ = {ξ ∈ X;φ(ξ, a1, .., ar) X }.

Pn ⊆ Pn+1 : x = a Gn a ∈ Pn

Uφ = {a} θ(Uφ) = a.
Pn #(Pn) + ℵ0, #(Gn) ≤ #(Pn) + ℵ0.

#(Pn+1) ≤ #(Pn) + ℵ0, φ θ(Uφ)
Gn Pn+1. #(Pn) ≤ #(P ) + ℵ0.

Y =
⋃

n∈ω Pn. #(Y ) ≤ #(P ) + ℵ0 P ⊆ Y.

φ(a1, ..., ak) Y.
φ, X Y.

φ φ ¬ψ ψ ∨ χ φ
Y ψ ψ χ Y



ψ X,
ψ χ X ψ

X. φ ∃xψ(x, a1, ..., ak), ψ X. n
a1, ..., ak ∈ Pn, φ(x, a1, ..., ak) ∈ Gn. θ(Uψ) = a ∈ Pn+1

ψ(a, a1, ..., ak) X θ Uψ φ(a, a1, ..., ak)
φ,

ψ(a, a1, ..., ak) Y, φ(a, a1, ..., ak).
∃xψ(x, a1, ..., ak) Y, a ∈ Y ψ(a, a1, ..., ak)

Y. ψ(a, a1, ..., ak)
X, ∃xψ(x, a1, ..., ak). A

Y.

ZFC.

T L
ZF + AC. T

T ∗ L ′ = L ∪ {m} : T + T m +
T m

T m

T ∗ σm
1 , ..., σm

n ∈
T T +

∧n
i=1 σ

m
i +

A ∈ Mod(T ), A |=
∧n

i=1 σi.
α ∈ On Vα |=

∧n
i=1 σi. A |= AC

a Vα a ≺ Vα

a
∧n

i=1 σi a Vα a
b a.

A m b. A T +
∧n

i=1 σ
m
i +

M [G].

C
G C M. G

M, M ′. G
U . G M⋃

G ∈ M.
⋃

G a,
a ∈ M. a ∈ M, M.

M G G
M. M G M



M [G].

M G
G, M ′?

U
M ′

ZF M ′

M. M.
M ′?

M ′

M ′ M M ′

M ′ M.

M ′.

τ ∈ M C τ
(σ, p) σ C p ∈ C.

MC C
val : MC → U ,

C M ′

τ ∈ MC val(τ) = {val(σ); ∃p ∈ G((σ, p) ∈ τ)}.

M ′ M [G]

M [G] = {val(τ); τ C }.

M [G] val.

val C − nom,
G.

G,
M [G]

M ′ C
M.

M
M ⊆ M ′.

M ⊆ M [G].



C 1.
C

x ∈ M, C x̂ = {(1, ŷ); y ∈ x}.
x ∈ M, val(x̂) = x. M [G]

val, x ∈ M [G].

G M ′.

G ∈ M [G].

Γ = {(p, p̂); p ∈ C}. val(Γ) = {val(p̂); p ∈ G} = {p; p ∈ G} = G.

G /∈ M. G ∈ M G
p0 C

p0

p ∈ C, p /∈ G p G.

p /∈ G D = {q ∈ C; p ≤ q ∨ q⊥p}. D ∈ M
D p ∈ D ∩ G, p ≤ q p ∈ G,

q⊥p.

G ∈ M p0 ∈ C p0 ∈ G.
G = {p ∈ C; p//p0}.

⇐ p0 p0 ∈ G. G = {p ∈
C; p//p0}, G ∈ M. G ⊆ {p ∈ C; p//p0} :
p ∈ G, p0 ∈ G, p//p0. p ∈ {p ∈ C; p//p0}.

p /∈ G q ∈ G p⊥q. p//p0 p0//q,
r ≥ p, p0 s ≥ p0, q. p r//s, p//q.

⇒ X = C −G. G ∈ M X ∈ M. G∩X = ∅, X
p0 ∈ C X.

p0 G

M [G] ZF.

M [G] M [G] val



M [G]

On ∩ M [G] = On ∩ M.

∀x ∈ M, rg(val(x)) ≤ rg(x) : x ∈ M
rg(val(x)) > rg(x), val(x) = {val(y); ∃p ∈

G((y, p) ∈ x)}. y p ∈ G
(y, p) ∈ x, rg(y) < rg(x), rg(val(y)) ≤ rg(y). val(y)
val(x) rg(x), rg(val(x)) ≤ rg(x),

α M [G]. x ∈ M val(x) = α. α <
rg(α) ≤ rg(x) ∈ M, α ∈ M.

M [G]

M [G] M
ω ∈ M, w ∈ M [G], M [G]

M [G]

val(a) ∈ M [G], ∃b ∈ M val(b) =
⋃

val(a).
b = {(y, r); y ∈ M, r ∈ C, ∃p, q(r ≤ p, q)(∃x ∈ M)[(x, p) ∈ a ∧ (y, q) ∈ x]}.

b ∈ M, val(b) =
⋃

val(a). val(v) ∈ val(b). r ∈ G
(v, r) ∈ b. b, ∃p, q ≤ r p, q ∈ G x ∈ M (x, p) ∈ a
(v, q) ∈ x. val(x) ∈ val(a) val(v) ∈ val(x), val(v) ∈

⋃
val(a).

val(v) ∈
⋃

val(a). u ∈ M val(u) ∈ val(a) val(v) ∈
val(u). q ∈ G (u, q) ∈ a. val(v) ∈ val(u), ∃q ∈ G
(v, q) ∈ u. r ∈ G p q. b (v, r) ∈ b.

r ∈ G, val(v) ∈ val(b).

C
M [G], M.

M, M [G]



M.
Lf .

Lf = L ∪ {τ<0>; τ ∈ MC}.

Lf M [G].
Lf ,

M [G].

∈M [G]=∈ τM [G] = val(τ).

p ! X
G p ∈ G, X

p ! n ∈ a p(n) = 1;
p ∈ G, f(n) = 1, n ∈ a.

!,

ϕ(σ1, ..., σn) ∈ En(Lf ), p ϕ(σ1, ..., σn),
p ! ϕ(σ1, ..., σn) G p ∈ G,

M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn).

∃p ∈ G(p ! ϕ(σ1, ..., σn)) =⇒ M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn).
ϕ Lf , M [G]

ϕ(σ1, ..., σn) ∈ En(Lf ) G

M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn) ∃p ∈ G(p ! ϕ(σ1, ..., σn)).

M.
! U M, G

M p
ϕ, ϕ M [G].

ϕ(x1, ..., xn) L ,
θ(y, z, x1, ..., xn) L C ∈ M, σ1, ..., σn ∈
MC p ∈ C p ! ϕ(σ1, ..., σn) (θ(p, C, σ1, ..., σn))M .



! |= ".

p q
p ! ϕ(σ1, ..., σn) ∧ p ≤ q =⇒ q ! ϕ(σ1, ..., σn).

G q ∈ G. p ≤ q, p ∈ G.
p ! ϕ(σ1, ..., σn), M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn). q ! ϕ(σ1, ..., σn).

M [G] ZF.

val(a) ∈ M [G]. a′ = {(x, p); p ∈ C, ∃q ≤ p((x, q) ∈ a)}, b =
(P(a′))M × C. val(b) = P(val(a))M [G]. val(u) ∈ val(b);

r ∈ G (u, r) ∈ b. b u ⊆ a′.
val(u) ⊆ val(a). val(x) ∈ val(u), p ∈ G (x, p) ∈ u ⊆ a′.
∃q(p ≤ q ∧ (x, q) ∈ a), q ∈ G, val(x) ∈ val(a).

val(u) ⊆M [G] val(a). v = {(x, p) ∈ a′; p ! x ∈ u}.
v ⊆ a′, ∀p ∈ C(v, p) ∈ b.

val(v) ∈ val(b). val(u) = val(v), val(u) ∈
val(b). val(y) ∈ val(v); p ∈ G (y, p) ∈ v. v
p ! y ∈ u. val(y) ∈ val(u)

val(y) ∈ val(u). val(u) ⊆ val(a), val(y) ∈ val(a).
∃q ∈ G((y, q) ∈ a). val(y) ∈ val(a)
r ∈ G r ! y ∈ u. p ∈ G q, r ≤ p, (y, p) ∈ a′ p ! y ∈ u.

v (y, p) ∈ v p ∈ G. val(y) ∈ val(v).

val(a) ∈ M [G], ϕ(x, y, val(a1), ..., val(ak))
M [G] M [G]

val(a)
B. b ∈ M val(b) = B. u ∈ M p ∈ C, F (u, p)



v ∈ M p ! ϕ(u, v, a1, ..., ak). F M
b = {(v, p); v ∈ M, p ∈

C, ∃u∃q(p ≤ q ∧ (u, q) ∈ a ∧ v ∈ F (u, p))}; b M.

val(v0) ∈ val(b); ∃p ∈ G (v0, p) ∈ b. b,
u ∈ M, q p ≤ q (u, q) ∈ a v0 ∈ F (u, p). (u, q) ∈ a q ∈ G,

val(u) ∈ val(a).
v0 ∈ F (u, p), p ! ϕ(u, v0, a1, ..., ak), F.

M [G] |= ϕ(u, v, a1, ..., ak). val(u) ∈ val(a),
val(v0) ∈ B.

val(t) ∈ B :
val(u0) ∈ val(a) M [G] |= ϕ(u0, v0, a1, ..., ak). val(u0) ∈

val(a), q ∈ G (uo, q) ∈ a. M [G] |= ϕ(u0, v0, a1, ..., ak)
r ∈ G r ! ϕ(u0, t, a1, ..., ak). p ∈ G q, r ≤ p;

p ! ϕ(u0, v0, a1, ..., ak) F (u0, p) $= ∅.
v ∈ F (u0, p); (u0, q) ∈ a q ≤ p.

b, (v, p) ∈ b. p ∈ G val(v) ∈ val(b). v ∈ F (u0, p), p !
ϕ(u0, v, a1, ..., ak). M [G] |= ϕ(u0, v, a1, ..., ak). M [G] |= ϕ(u0, t, a1, ..., ak),

M [G] val(v) = val(t);
val(v) ∈ val(b) val(t) ∈ val(b).

M M [G].

val(a) ∈ M [G]. M [G]
val(a). b = Ct(a);

M, M f : α→ b, α
M. ψ = val[b], val b.
ψ ∈ M [G]. val(a) ⊆ Im(ψ) : val(u) ∈ val(a)

p ∈ G (u, p) ∈ a; u ∈ Ct(a), u ∈ dom(ψ) ψ(u) = val(u).
val(u) ∈ Im(ψ).

f α b, ψ ◦ f α
Im(ψ) a

!
M

M



ϕ(x1, ..., xn),
σ1, ..., σn ∈ MC p ∈ C p ! ϕ(σ1, ..., σn),

M, p !∗ ϕ(σ1, ..., σn), p ! ϕ(σ1, ..., σn)
M |= p !∗ ϕ(σ1, ..., σn).

p !∗ ϕ(σ1, ..., σn) M.
M

C D
p ∈ C D p q ≥ p r ≥ q

r ∈ D.

G D p ∈ G. D
p D ∩ G $= ∅.

E = {q, q⊥p ∨ q ∈ D}. E r ∈ C,
r⊥p r//p. r⊥p r ∈ E, s ≥ p, r.

D p, q ≥ s q ∈ D, q ∈ E.
E E ∩G $= ∅. x ∈ E ∩G : p, x ∈ G p//x.
x ∈ E x ∈ D. D ∩ G $= ∅.

p ! ϕ(τ 1, ..., τn) M,
ϕ p τ 1 = τ 2.

p ! τ1 = τ2 G
p ∈ G, M [G] |= τ 1 = τ 2, val(τ1) ⊆ val(τ2) val(τ2) ⊆ val(τ1).

val(τ1) ⊆ val(τ2) (π1, r1) ∈ τ1 : r1 ∈ G
val(π1) ∈ val(τ1), (π2, r2) ∈ τ2 r2 ∈ G

val(π1) = val(π2). M [G] |= π1 = π2.

M M [G] |= π1 = π2,
r1 ∈ G r2 ∈ G? q ∈ G q ≥ r1, r2 q ! π1 = π2.

q ≥ r1, r2 r1, r2 ∈ G. p
τ1 ⊆ τ2 (π1, r1) ∈ τ1 q ∈ G q ≥ r1

r1 ∈ G (π2, r2) ∈ τ2 q ≥ s r2 ∈ G q ! π1 = π2.



G. (π1, r1) ∈ τ1 {q, q ≥ r1 ⇒
∃(π2, r2) ∈ τ2(q ≥ r2 ∧ q ! π1 = π2)} p,

q ∈ G.

p !∗ σ1 ⊆ σ2

(π1, r1) ∈ σ1, {q ≥ p, q ≥ r ⇒ ∃(π2, r2) ∈ σ2(q ≥ r2 ∧ q !∗ π1 = π2)}
p.

p !∗ ϕ(σ1, ..., σn).

p ∈ C, ϕ(x1, ..., xn) σ1, ..., σn ∈ MC .
p !∗ σ1 = σn p !∗ σ1 ⊆ σ2 p !∗ σ2 ⊆ σ1

p !∗ σ1 ∈ σ2

{q, ∃(π, s) ∈ σ2(q ≥ s ∧ q !∗ π = σ1)} p
p !∗ ϕ(σ1, ..., σn) ∧ ψ(σ1, ..., σn) p !∗ ϕ(σ1, ..., σn) p !∗ ψ(σ1, ..., σn)
p !∗ ¬ϕ(σ1, ..., σn) ¬∃q ≥ p(q !∗ ϕ(σ1, ..., σn));
p !∗ ∃xϕ(x, σ1, ..., σn)

{r; ∃σ ∈ MC(r !∗ ϕ(σ, σ1, ..., σn))} p.

p !∗ ϕ(σ1, ..., σn) ϕ
<at

ρ, ρ′ ∈ {=,∈}.
σ1, σ2, τ1, τ2 ∈ MC , σ1 ρ σ2 <at τ1 ρ′ τ2

max{rg(σ1), rg(σ2)} < max{rg(τ1), rg(τ2)},
max{rg(σ1), rg(σ2)} = max{rg(τ1), rg(τ2)} min{rg(σ1), rg(σ2)} < min{rg(τ1), rg(τ2)}.

p !∗ ϕ(σ1, ..., σn) ϕ (c)(d)(e)

ϕ(x1, ..., xn), F orce∗ϕ(p, σ1, ..., σn, C,≤).

!
ϕ(σ1, ..., σn) ∈ En(Lf ) p, q

p !∗ ϕ(σ1, ..., σn) q ≥ p, q !∗ ϕ(σ1, ..., σn).

D p
r ≥ p D r.

G, ϕ ∈
En(Lf), M [G] |= ϕ ∃p ∈ G(p !∗ ϕ)M .

p ! ϕ(τ 1, ..., τn) (p !∗ ϕ(τ 1, ..., τn))M .



ϕ(x1, ..., xn) C
G C M τ1, ..., τn ∈ MC ; p ∈ C,

∃p ∈ G(p !∗ ϕ(τ 1, ..., τn))M ⇐⇒ M [G] |= ϕ(τ 1, ..., τn)).

ϕ(x1, ..., xn) x1 = x2.
=⇒ p ∈ G p !∗ τ1 = τ2. val(τ1) ⊆ val(τ2)

val(τ2) ⊆ val(τ1). val(τ1) ⊆ val(τ2),
val(π1) ∈ val(τ1), s1 ∈ G (π1, s1) ∈ τ1.

val(π1) ∈ val(τ2). r ∈ G r ≥ s1, p
r !∗ τ1 = τ2. q ∈ G q ≥ r

q ≥ s1 ∃(π2, s2) ∈ τ2(q ≥ s2 ∧ q !∗ π1 = π2). q ≥ s1

(π2, s2) ∈ τ2(q ≥ s2 ∧ q !∗ π1 = π2), s2 ∈ G val(π2) ∈ val(τ2).
p !∗ π1 = π2 val(π1) = val(π2), val(π1) ∈ val(τ2).

⇐= val(τ1) = val(τ2). D = {r; r !∗ τ 1 ⊆ τ 2 ∨ ∃(s, π) ∈ τ1(r ≥
s ∧ r !∗ π /∈ τ2)}. D M. r ∈ D ∩ G,
r "∗ τ 1 ⊆ τ 2, (π, s) ∈ τ1 r ≥ s r !∗ π /∈ τ 2. r ∈ G

s ∈ G val(π) ∈ val(τ1) val(π) ∈ val(τ2). M [G] |= π ∈ τ2
q ∈ G q !∗ π ∈ τ 2,

r !∗ π /∈ τ 2. r ∈ G r !∗ τ 1 ⊆ τ 2

s ∈ G s !∗ τ 2 ⊆ τ 1. p ∈ G p ≥ r, s. p !∗ τ 1 = τ 2.

ϕ(x1, ..., xn) x1 ∈ x2.
=⇒ p ∈ G p !∗ τ 1 ∈ τn. D = {q; ∃(π, s) ∈ τ2(q ≥ s ∧ q !∗

π = τ 1)}. D p, q ∈ D ∩ G
(π, s) ∈ τ2(q ≥ s ∧ q !∗ π = τ 1). s ∈ G val(π) ∈ val(τ2).

val(π) = val(τ1) val(τ1) ∈ val(τ2).
⇐= val(τ1) ∈ val(τ2). (π, s) ∈ τ2 s ∈ G

val(π) = val(τ1). r ∈ G r !∗ π = τ 1.
p ∈ G p ≥ r, s. q ≥ p(q ≥ s ∧ q !∗ π = τ 1),

p !∗ τ 1 ∈ τ 2.

ϕ(x1, ..., xn)
=⇒ p ∈ G (p !∗ ¬φ)M M [G] |= φ

q ∈ G (q !∗ φ)M . r ≥ p, q (r !∗ φ)M

p !∗ ¬φ.
⇐= M [G] |= ¬φ. D = {p; (p !∗ ¬φ)M ∨ (p !∗ φ)M}.

D p ∈ D ∩ G. (p !∗ φ)M ,
M [G] |= φ.

ϕ(x1, ..., xn)
=⇒ ∃p ∈ G (p !∗ φ∧ψ)M (p !∗ φ)M (p !∗ ψ)M ,



M [G] |= φ M [G] |= ψ M [G] |= φ∧ψ.
⇐= M [G] |= φ M [G] |= ψ.

r, q ∈ G (r !∗ φ)M (q !∗ ψ)M . p ≥ q, r, p ∈ G p !∗ φ∧ψ.

ϕ(x1, ..., xn)
=⇒ p ∈ G (p !∗ ∃xφ(x))M ; {r; ∃σ ∈ MC(r !∗ φ(σ))M}

p. r ∈ G (r !∗ φ(σ))M .
M [G] |= φ(x)[σ] M [G] |= ∃xφ(x).
⇐= σ ∈ MC M [G] |= φ(σ). p ∈ G

(p !∗ φ(σ))M . r ≥ p (r !∗ φ(σ))M , (p !∗ ∃xφ(x))M .

ϕ(x1, ..., xn) C
σ1, ..., σn ∈ MC . p ∈ C, p ! ϕ(σ1, ..., σn) ⇐⇒ (p !∗ ϕ(σ1, ..., σn))M .

⇐= (p !∗ ϕ(σ1, ..., σn))M . G
p ∈ G. M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn).

p ! ϕ(σ1, ..., σn).
=⇒ p ! ϕ(σ1, ..., σn). D = {r; (r !∗ ϕ(σ1, ..., σn))M}.

D p : q ≥ p ¬r ≥ q(r ∈
D), (q !∗ ¬ϕ(σ1, ..., σn))M . q ! ¬ϕ(σ1, ..., σn).
G q ∈ G. M [G] |= ¬ϕ(σ1, ..., σn). q ≥ p

p ∈ G M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn).
ϕ(x1, ..., xn)

(p !∗ ϕ(σ1, ..., σn))M .
ϕ(σ1, ..., σn) σ1 = σ2,

D p, ∀q ≥ p∃r ≥ q∀(π1, s1) ∈ τ1∃s ≥
r(s ≥ s1) ⇒ ∃(π2, s2) ∈ τ2(s ≥ s2 ∧ (s !∗ π1 = π2)M). ∀(π1, s1) ∈ τ1∀q ≥
p∃s ≥ q(s ≥ s1) ⇒ ∃(π2, s2) ∈ τ2(s ≥ s2 ∧ (s !∗ π1 = π2)M). (p !∗ σ1 ⊆ σ2)

M .
(p !∗ σ2 ⊆ σ1)

M , (p !∗ σ1 = σ2)
M .

ϕ(σ1, ..., σn) σ1 ∈ σ2,
D p, ∀q ≥ p∃r ≥ q(r !∗ σ1 ∈ σ2)

M .
∀q ≥ p∃r ≥ q∃s ≥ r∃(π, t) ∈ σ2 s ≥ r (s !∗ π = σ1)

M .
{s; ∃(π, t) ∈ σ2(s ≥ t ∧ (s !∗ π = σ1)

M)} p.
(p !∗ σ1 ∈ σ2)

M .
ϕ(σ1, ..., σn) φ(σ1, ..., σn) ∧ ψ(σ1, ..., σn),

D p, {r; (r !∗ φ(σ1, ..., σn))Met(r !∗ ψ(σ1, ..., σn))M}
(p !∗ φ(σ1, ..., σn))M (p !∗

ψ(σ1, ..., σn))M . (p !∗ φ(σ1, ..., σn) ∧ ψ(σ1, ..., σn))M .
ϕ(σ1, ..., σn) ¬φ(σ1, ..., σn),

q ≥ p(q !∗ ¬φ(σ1, ..., σn))M , D



p, r ≥ q(r !∗ ¬φ(σ1, ..., σn))M . r ≥ q (r !∗

φ(σ1, ..., σn))
M .

ϕ(σ1, ..., σn) ∃xφ(x, σ1, ..., σn),
D p, {s; ∃σ ∈ MC(s !∗ φ(σ, σ1, ..., σn))M}

(p !∗ ∃xφ(x, σ1, ..., σn))M .

ϕ(σ1, ..., σn) ∈ En(Lf) G
M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn) ∃p ∈ G(p ! ϕ(σ1, ..., σn)).

C p, q ∈ C.

p ! ϕ(σ1, ..., σn) ∧ ψ(σ1, ..., σn) ⇐⇒ p ! ϕ(σ1, ..., σn) p ! ψ(σ1, ..., σn)

p ! ¬ϕ(σ1, ..., σn) ⇐⇒ ∀q(p ≤ q ⇒ q " ϕ(σ1, ..., σn));

p ! ∀xϕ(x, σ1, ..., σn) ⇐⇒ ∀σ ∈ MC(p ! ϕ(σ, σ1, ..., σn)).

p ! ϕ(σ1, ..., σn) ∧ p ! ψ(σ1, ..., σn) G
p ∈ G, M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn) ∧ ψ(σ1, ..., σn); M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn)

M [G] |= ψ(σ1, ..., σn); p ! ϕ(σ1, ..., σn) p ! ψ(σ1, ..., σn).
=⇒ q ∈ C p ≤ q q ! ϕ(σ1, ..., σn).

G q, M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn). p ≤ q
p ∈ G, p " ¬ϕ(σ1, ..., σn) M [G] |= ¬ϕ(σ1, ..., σn).

⇐= G p ∈ G, M [G] |= ϕ(σ1, ..., σn),
r ∈ G r ! ϕ(σ1, ..., σn). q ∈ G

p, r ≤ q q " ϕ(σ1, ..., σn)
q ! ϕ(σ1, ..., σn) r ! ϕ(σ1, ..., σn).

=⇒ σ ∈ MC p " ϕ(σ, σ1, ..., σn),
G p ∈ G M [G] |= ¬ϕ(σ, σ1, ..., σn). p ! ∀xϕ(x, σ1, ..., σn),

M [G] |= ∀xϕ(x, σ1, ..., σn).
⇐= p " ∀xϕ(x, σ1, ..., σn), G p

M [G] |= ∃x¬ϕ(x, σ1, ..., σn). σ ∈ MC M [G] |=
¬ϕ(σ, σ1, ..., σn). p ! ϕ(σ, σ1, ..., σn), M [G] |= ϕ(σ, σ1, ..., σn).

G ϕ p ∈ G
p ! ϕ p ! ¬ϕ. G



C M.
ϕ, {p ∈ C; p ! ϕ ∨ p ! ¬ϕ}

G. p ∈ G, p ! ϕ ∨ ψ;
G,

M [G]. r p ≤ r r ! ϕ
r ! ψ. ∃, p ! ∃xϕ(x) p ∈ G

G r ϕ(σ) σ ∈ MC .

p ! ϕ(σ1, ..., σn)∨ψ(σ1, ..., σn) ⇐⇒ ∀q(p ≤ q ⇒ ∃r(q ≤ r ∧ (r ! ϕ(σ1, ..., σn)∨
r ! ψ(σ1, ..., σn)))

p ! ∃xϕ ⇐⇒ ∀q(p ≤ q ⇒ ∃r(q ≤ r ∧ ∃σ ∈ MC(r ! ϕ(σ))).

ϕ(x1, ..., xn) ψ(x1, ..., xn)
ZFC, σ1, ..., σn ∈ MC p ∈ C p !

ϕ(σ1, ..., σn) p ! ψ(σ1, ..., σn).
G p ∈ G. M [G] |= ZFC

M [G] |= ∀x1, ..., xn(ϕ(x1, ..., xn) ⇐⇒ ψ(x1, ..., xn)). M [G] |=
ϕ(σ1, ..., σn) M [G] |= ψ(σ1, ..., σn). p ! ϕ(σ1, ..., σn) p ! ψ(σ1, ..., σn).

ϕ ∨ ψ ⇐⇒ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ). p ! ϕ ∨ ψ p ! ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ), ∀q ≥ p(q "
¬ϕ ∨ ¬ψ), ∀q ≥ p(q " ¬ϕ ∨ q " ¬ψ), ∀q ≥ p∃r ≥ q(r ! φ ∨ r ! ψ).

p ! ∃xϕ p ! ¬∀¬ϕ. ∀q ≥ p(q " ∀x¬ϕ),
∀q ≥ p ∃σ ∈ MC q " ¬ϕ(σ), ∀q ≥ p∃r ≥ q∃σ ∈ MC r ! ϕ.



ZF+AC π M, π > ℵ1.
C

ω×π, {0, 1}. C = {p; Fn(p)∧Dom(p) ⊆ ω×
π, Im(p) ⊆ {0, 1}} G C M,

f
⋃

G. α ∈ π dα = {n ∈ ω; f(n, α) = 1}.
f ∈ M [G], h α dα M [G]

π P(ω).
π P(ω).

{p ∈ C; (∃n ∈ ω)[(n, α) ∈ Dom(p) ∧ (n, β) ∈ Dom(p) ∧
p(n, α) $= p(n, β)]}, C M. p ∈ G

n ∈ ω (n, α), (n, β) ∈ Dom(p) p(n, α) $= p(n, β). f(n, α) $= f(n, β)
dα $= dβ.

π M ℵ1; M
M [G]

π M [G] ℵ1.

D M, D
D D

D,
M, M

C



n ∈ ω A C
∀p ∈ A[#(Dom(p)) = n], A n = 0.

n, p0 ∈ A. i ∈ Dom(p0),
Ai = {p ∈ A; i ∈ Dom(p) ∧ p(i) = 1 − p0(i)}.

A p0 p0, A = {p0} ∪
⋃

i∈Dom(p0) Ai.

Ai Ai

i;
p ∈ Ai, p̃ p Dom(p) − {i}. Bi = {p̃; p ∈ Ai}, Bi

C, n.
Bi Ai Ai Bi

B C. n ∈ ω
Bn = {p ∈ B; #(Dom(p)) = n}. Bn B =

⋃
n∈ω Bn, B

M M [G]

D M, M
H D D

M. M M [G]

M [H ] M.
k M. k

M [H ]; λ ∈ k, val(a) M [H ] a ∈ M
λsurk. po ∈ H

p0 !′′ a λ k′′. α ∈ λ, Xα = {β ∈ k; ∃p ≥
p0(p ! (α, β) ∈ a)}. β ∈ Xα, pβ ∈ D pβ ≥ p0

pβ ! (α, β) ∈ a.

β, β ′ Xα, pβ pβ′

s ∈ C, s ! β $= β ′.
q ∈ C q ! (β = β ′)M

M [H ] |= (β = β ′)M M |= β = β ′, β $= β ′.
q ∈ C, q " (β = β ′)M . s ∈ C, s
(β = β ′)M s ! (β $= β ′)M .

r r ≥ pβ r ≥ pβ′ r
(α, β) ∈ a, (α, β ′) ∈ a, β $= β ′ a λ k

pβ β ∈ Xα D,
β pβ β $= β ′



pβ pβ′ Xα

α < λ. k M, M
#(

⋃
α∈λ Xα) ≤ #(λ)×ℵ0 < k. β0 ∈ k−

⋃
α∈λ Xα. val(a)

λ k, α0 ∈ λ (α0, β0) ∈ val(a).
p ∈ H, p ! (α0, β0) ∈ a. p ≥ p0

p p0 H β0 ∈ Xα0 ,
β0.

M [G] |= #(P(ω)) ≥ π ZF +
AF + AC + #(P(ω)) > ℵ1. ZF

ZF










