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Rappels
◮ Langages réguliers = langages représentant la sémantique d'uneexpression régulière.
◮ Langages re
onnaissables = lanages des automates �nis.
◮ Théorème de Kleene = les deux 
lasses sont identiques.
◮ Langages sans étoile = sous-
lasse stri
te des langages réguliers.

◮ Exemple de langage régulier qui n'est pas sans étoile :L = {a2n | n ∈ N}

◮ Est-
e que tout langage est régulier ?...



Un possible langage non-régulier
◮ Un possible non-exemple :L = {anbn | n ∈ N}

◮ Automate déterministe pour L4 = {anbn | 0 ≤ n ≤ 4}.ba b a a abb b bb
◮ Faire de même pour L5, L6, et
.
◮ Intuitivement, pour L on aurait besoin d'un es
alier �in�ni�.
◮ Mais 
omment prouver formellement que L n'est pas régulier ?



Une propriété intéressante des langages réguliers
◮ Supposons L régulier et in�ni.
◮ Prenons un automate sans ε-transitions qui a

epte L (par exemple,l'automate minimal).
◮ On doit avoir don
 une 
omposante fortement 
onnexe (CFC)non-triviale dans Q,
◮ ... dont tous les états sont a

éssibles et 
o-a

éssibles.
◮ Prenons ensuite une traje
toire a

eptante qui passe par un état q1de 
ette CFC : q0  q1  q2, q2 ∈ Qf
◮ Puisque q1 fait partie d'une CFC non-triviale, il existe un 
ir
uitq1  q1 de longueur ≥ 1.
◮ Alors on aura aussi les traje
toires a

eptantes suivantes :q0  q1  q1  q2q0  q1  q1  q1  q2

.......q0  q1  q1 . . . q1
︸ ︷︷ ︸n fois  q2



Une propriété intéressante des langages réguliers
◮ Reprenons les traje
toires, 
ette fois-
i ave
 leurs étiquettes :q0 x

 q1 w
 q1 y

 q2q0 x
 q1 w

 q1 w
 q1 y

 q2
.......q0 x
 q1 w

 q1 . . .
w
 q1

︸ ︷︷ ︸n fois y
 q2

◮ Don
 on a xwy ∈ L,
◮ ... et aussi xw2y ∈ L, et xw3y ∈ L, et xwny ∈ L pour tout n ∈ N.
◮ On dit que L 
ontient aussi le rayon xwny .
◮ Observer que, dans un rayon, un seul in�x peut être gon�é autantqu'on veuille !
◮ Cette propriété pourrait nous servir pour anbn, 
ar 
e langage nerespe
te pas, intuitivement, 
ette propriété de rayon :

◮ Dans anbn, il y a deux in�x qui sont gon�és simultanément !



Lemme de l'étoileÉnon
é :
◮ Si L est régulier, alors il existe un entier N ∈ N tel que tout mot deL (z ∈ L) 
ontenant plus de N lettres peut s'é
rire z = xwy , ave
 lespropriétés suivantes :1. w 6= ε.2. Le rayon xwny est 
ontenu dans L : pour tout n ∈ N, xwny ∈ L.Preuve :
◮ Prenons l'automate déterministe minimal pour L.
◮ Et �xons N = 
ard(Q).
◮ Prenons ensuite un mot ayant plus de N lettres, z ∈ L � soit n = |z |.
◮ Il doit être a

epté sur une traje
toire ayant n + 1 états.
◮ Mais un des états doit se répeter dans la traje
toire !



Preuve du lemme de l'étoile � suite
◮ É
rivons la traje
toire a

eptant z , en prenant soin de mettre enéviden
e l'état qui se repète :q0 x

 q1 w
 q1 y

 q2
◮ On a trouvé notre dé
omposition de z !

◮ Il faut observer que w 6= ε, 
ar on a 
hoisi deux apparitions distin
tesde q1 dans la traje
toire !
◮ Selon le raisonnement 
onnu, on devrait avoir aussi xwny ∈ L.
◮ On peut aussi 
hoisir q1 
omme le premier état qui se repète.
◮ Alors on devrait avoir aussi la propriété suivante :

|xw | ≤ N



Comment on se sert du lemme de l'étoile
◮ On s'en sert pour prouver qu'un langage L n'est pas régulier !
◮ Preuve par rédu
tion à l'absurde :1. On suppose que L est régulier.2. On prouve alors que le lemme de l'étoile nous amène à une
ontradi
tion.
◮ Comment trouver une 
ontradi
tion :

◮ On prend un mot z ∈ L et on le dé
ompose de toutes les manièrespossibles en z = xwy .
◮ Pour 
haque dé
omposition, on devrait prouver que le rayon xwny nepeut pas être in
lus dans L.



Premier exemple : anbn
◮ Prenons toute dé
omposition d'un mot anbn en xwy .
◮ Trois 
as possibles :1. w ne 
ontient que des a.2. w ne 
ontient que des b.3. w 
ontient des a et des b.
◮ Dans 
haque 
as, il faut prouver qu'il existe des membres du rayonxwny qui ne sont pas dans L.
◮ Assez souvent, on prouve que xwwy = xw2y n'est pas dans lelangage !
◮ Et parfois on prouve aussi que xy = xw0y n'est pas dans le langage !

◮ Se rappeler que le rayon est dé�ni 
omme xwny pour tout n ∈ N !



Deux dé
ompositions de anbn
◮ Dans 
e 
as on a k + l ≤ n tel quex = ak w = al y = an−k−lbn
◮ Et bien-sûr, l ≥ 1 !
◮ Mais don
 qu'en est-il de xw2y ?xw2y = aka2lan−k−lbn = an+lbn 6∈ L
ar n + l 6= n !
◮ La même preuve pour la dé
omposition dans laquelle w n'a que desb !



La 3e dé
omposition de anbn
◮ Et si w 
ontient des a et des b :x = an−k w = akbl z = bn−l
◮ Et k + l 6= 0 !
◮ Alors le 2e élément du rayon est :xw2y = an−kakblakblbn−l
◮ Deux situations :1. l = 0, alors on doit avoir k ≥ 1 et don
xw2y = an+kbn 6∈ L2. k, l 6= 0, alors on a un mot qui mélange les a et les b,xw2y = anblakbn 6∈ L



Con
lusion pour anbn
◮ On a essayé toutes les dé
ompositions pour des mots z ∈ L enz = xwy .
◮ Dans tous les 
as, le rayon xwny n'est pas in
lus dans L.
◮ Don
 notre hypothèse que anbn est régulier, est fausse !
◮ C'est don
 un langage non-régulier !



En
ore un exemple de langage non-réguliers
◮ L =

{w | w ∈ Σ∗#a(w) = #b(w)
}, nombre de a égal au nombre deb.

◮ Toujours le même prin
ipe de rédu
tion à l'absurde : on suppose queL est régulier.
◮ Alors pour tout autre langage régulier R , L ∩ R devrait aussi êtrerégulier !
◮ En parti
ulier, R =

{anbm | m, n ∈ N
}.

◮ Tout le mode sait prouver que R est régulier ?...
◮ Alors L ∩ R =

{anbn | n ∈ N
}

◮ Et on sait déjà que L ∩ R n'est pas régulier !
◮ Morale : Interse
ter ave
 des langages réguliers peut simpli�er lapreuve de non-régularité.



Au delà des langages réguliers
◮ Don
 le monde n'est pas régulier dans sa totalité...
◮ Et anbn n'est pas un langage sans importan
e !

◮ On peut imaginer que a = parenthèse ouvrante et b = parenthèsefermante.
◮ Don
 anbn apparaît tout à fait naturellement dans les langages deprogrammation !

◮ A-t-on d'autres manières de dé�nir des langages ?
◮ Il nous les faut, 
ar on voudrait être 
apables de véri�er quand unprogramme a le même nombre de parenthèses fermées que lesparenthèses ouvertes !
◮ C'est la moindre des 
hoses que l'analyse syntaxique d'unprogramme doit véri�er !
◮ Et 
'est aussi important pour la tradu
tion en 
ode ma
hine !



Une première idée
◮ Prenons les équations de langages :X = a · X + b ave
 solution X = a∗b
◮ On peut imaginer des équations linéaires à droite :X = X · a + b ave
 solution X = ba∗
◮ Et si on permettait des �
onstantes� à gau
he ou à droite ?X = aXb + 

◮ Quelle serait la solution ?...
◮ On 
her
he le langage L qui satisfait la propriétéL = a · L · b ∪ {
}



Une première idée
◮ Solution pour X = aXb + 
 :L =

{an
bn | n ∈ N
}

◮ Et si on voulait anbn ? X = aXb + ε

◮ For
ément, 
e qu'on obtient ne sont plus des langages réguliers !
◮ On pourrait aussi 
her
her des généralisations des automates �nispour a

epter de tels langages.
◮ Idée : permettre un ensemble in�ni d'états !
◮ ... mais bien-sûr, ensemble qui soit généré de manière �nitaire !


