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Expressions �sans étoile�
◮ Et si on utilisait seulement les opérations booléennes + et ·, et laonaténation ?
◮ Expressions sans étoile :E ::= a | ∅ | ε | E · E | E + E | E
◮ Un langage régulier est sans étoile s'il représente la sémantiqued'une expression sans étoile.

◮ C'est le as ave L5 = tous les mots qui ne ontiennent pas aab.L5 =
∣

∣

∣
∅aab∅∣∣

∣

◮ À noter : le omplément est pris par rapport à Σ = {a, b, } !
◮ Don ∅ = (a + b + )∗ !
◮ Il faut toujours indiquer par rapport à quoi on omplémente.

◮ Peut-on dérire de ette manière tous les langages reonnaissables ?
◮ Le problème se pose pour représenter des langages périodiquesomme (aa)∗, ou (ababab)∗...



Automates �sans ompteurs�
◮ Considérons un automate A = (Q, Σ, δ,Q0,Qf ).
◮ Pour tout q ∈ Q, notons Lqq le langage de l'automate

Aqq = (Q, Σ, δ, {q}, {q}).
◮ Don Lqq = tous les mots étiquetant un iruit en q.

◮ On dit que A est sans ompteurs si :
∀w ∈ Σ∗, ∀q ∈ Q, si wn ∈ Lqq alors w ∈ Lqq

◮ En français :
◮ Tout iruit n'est pas étiqueté par un mot répété plusieurs fois.



Exemples d'automates sans et ave ompteurs
1 243 aaaa b 1 23 aaa b 4 b

◮ Comment on teste si un automate est sans ompteur ?
◮ Lister tous les iruits.
◮ Véri�er si un de es iruits est étiqueté par un mot répété wn.



Langages apériodique
◮ Un langage régulier est apériodique s'il existe un automate sansompteur qui l'aepte.
◮ Théorème de Shutzenberger (variante) : La lasse des langagesapériodiques est la même que la lasse des langages sans étoile.
◮ Ok, mais omment on véri�e dans la vraie vie qu'un langage L estsans étoile ?...

◮ On essaye tous les automates qui aeptent L ?... il y en aombien ?...
◮ Un exemple pourquoi on devrait avoir un automate représentatifpour haque langage régulier !



Automate déterministe minimal
◮ On herhe un plus petit automate déterministe équivalent à unautomate donné.
◮ En fait, on herhe LE plus petit !
◮ Est-e qu'il existe ?...
◮ C'est quoi �plus petit� ?...

◮ La plus simple omparaison : nombre d'états.
◮ Don, pour haque automate déterministe A = (Q, Σ, δ, q0,Qf ), onherhe un autre automat déterministe A# qui :

◮ A moins d'état que A,
◮ A le même langage que A, L(A) = L(A#),
◮ Et est le plus petit parmi tous les automates déterministes qui ont lemême langage !

◮ Et on veut même plus : avoir un algorithme qui onstruit A# !



Équivalenes d'états
◮ Pour tout q ∈ Q, notons Lq le langage de l'automate

Aq = (Q, Σ, δ, {q},Qf ).
◮ Première intuition : dans A#, on devrait avoir Lq 6= L′q !

◮ Si on avait Lq = L′q, alors un des deux états q et q′ est redondant !
◮ Un exemple... 2 431 ab aa a

◮ L2 = L3 = ....
◮ Don on pourrait fusionner 2 et 3 � automate déterministe plus petit.

◮ Il faut onvertir ette intuition en algorithme !



Équivalene d'états � suite
◮ On dé�nit q ≡ q′ ssi Lq = L′q .
◮ On herhe à onstruire ≡, e qui revient à dire qu'on herhe àdé�nir les paires d'états q ≡ q′.
◮ On onstruit de manière indutive l'équivalene d'états :

◮ Pour haque n, on herhe à onstruire les paires d'états (q, q′) pourlesquels Lq ∩ Σ≤n 6= Lq′ ∩ Σ≤n.
◮ On dénote les équivalenes onstruites de ette manière ≡n.1. Pour n = 0 'est simple : Lq ∩ Σ0 ne peut être que vide ou ε ! !2. Quand est Lq ∩ Σ0 vide et quand non ?3. q ≡0 q′ si et seulement si q,q′ ∈ Qf ou q, q′ 6∈ Qf (en mêmetemps !).



Équivalenes d'états � indution
◮ Supposons qu'on a onstruit ≡n, il faut onstruire don ≡ n + 1.
◮ Toute paire (q, q′) pour laquelle q 6≡n q′ ne pourra donner lieu que àq 6≡n+1 q′, non ?
◮ Don on regarde les paires q ≡n q′.
◮ Règle : Si q a

−→ r et q′ a
−→ r ′, et on a r 6≡n r ′, alors on devrait avoiraussi q 6≡n+1 q′ !

◮ Pourquoi ?
◮ Pare que r 6≡n r ′ nous dit qu'il y a un mot w ∈ Lr ∩ Σ≤n, qui n'estpas dans Lr ′ ∩ Σ≤n.
◮ Alors aw ∈ Lq mais aw 6∈ Lq′ !

◮ Propriété plus forte :q ≡n q′ ⇔ (Lq ∩ Σ≤n) ∩ (Lq′ ∩ Σ≤n) = ∅



Équivalene d'états � résultat
◮ À haque pas, on a moins de paires dans ≡n+1 que dans ≡n.
◮ Elle ne peut pas déroître sans arrêt !

◮ On aura, pour un N le même nombre de paires dans ≡N et ≡N+1
◮ La séquene se stabilise et ≡N est ≡ !

◮ Un état ds. l'automate minimal = une lasse d'équivalene ds. ≡N .
◮ Formellement A# = (Q/ ≡, Σ, δ#, [q0],Qf / ≡) où :

δ# =
{

[q]
a
−→ [q′] | q a

−→ q′ ∈ δ
}

◮ Exemple... 1 2ab 34 5 6 7 aa b bb a abab 
b

◮ Mais il faut prouver un ertain nombre de hoses...



Algorithme de Myhill-Nerode
◮ En pratique, on nous donne un automate déterministe A.
◮ ... et on nous demande l'automate minimal A#.1. On met les états en tête de lignes et de olonnes d'une matrietriangulaire.2. Au début, on marque (x) haque ase (q, q′) ave q ∈ Qf , q′ 6∈ Qfou vie-versa.3. On traverse la matrie, en herhant si on a une ase (q, q′), nonmarquée, et une lettre a ∈ Σ tel que q a

−→ r , q′ a
−→ r ′ et (r , r ′) estdéjà marqué.4. Si ela arrive, on marque la ase (q,q′).5. On s'arrête lorsque, après une traversée de la matrie, elle-i restenon-modi�ée.

◮ Ensuite on rée des maro-états rassemblant, pour un q donné, tousles q′ pour lesquels (q, q′) ou (q′, q) n'est pas marqué.
◮ ... et on met les transitions omme dérit sur le transparentpréédent.



Ce qui reste à prouver
◮ Est-e que A# est un automate déterministe ?q a

−→ r , q ≡ q′, q′ a
−→ r ′, alors est-e que r ≡ r ′?

◮ Supposons que non :
◮ Alors on devrait avoir Lr 6= Lr ′ ,
◮ Don un w ∈ Σ∗ tel que δ(r ,w) ∈ Qf mais δ(r ′,w) 6∈ Qf .
◮ Mais alors on aura aussi δ(r , aw) ∈ Qf mais δ(r ′, aw) 6∈ Qf .
◮ Contradition ! ar on avait supposé q ≡ q′.

◮ Don notre automate est bien déterministe !



Ce qui reste à prouver (2)
◮ Est-e que A# aepte bien le même langage que A ?
◮ Prenons un w ∈ L(A).
◮ Don δ#(q0,w) = q ∈ Qf .
◮ Alors δ#([q0],w) = [q] ∈ Qf / ≡ !
◮ On a pas �ni !
◮ Prenons aussi un w ∈ L(A#).
◮ Don δ#([q0],w) = [q] ∈ Qf / ≡.
◮ Alors, par indution, on peut prouver aussi qu'on peut trouver unhemin partant de q0, s'arrêtant dans un q′ ∈ [q] et étiqueté par w .



Ce qui reste à prouver (3)
◮ Est-e A# le plus petit automate ?
◮ Et si on ommençait ave un B di�érent ?
◮ Oui, A′ di�érent mais L(B) = L(A) !
◮ Comment prouver qu'on obtient A# = B# ?
◮ En�n, modulo un rénommage des états !
◮ On doit ra�ner l'idée des Lq.



Équivalenes de mots dé�nies par un langage
◮ Soit L ⊆ Σ∗ un langage.
◮ Dé�nissons la relation ∼L⊆ Σ∗ × Σ∗, par :w1 ∼L w2 si ∀w ∈ Σ∗,w1w ∈ L ⇔ w2w ∈ L

◮ C'est une relation d'équivalene !
◮ Preuve !

◮ Pour les langages réguliers, ette relation simule notre ≡, mais sansfaire référene à un automate !
◮ Si ∼L nous donne un nombre �ni de lasses, on peut même dé�nirun automate :

AL = (Σ∗/ ∼L, Σ, δL, [ε]L, L/ ∼L) où
δL =

{

[w ]
a
−→ [wa]}

◮ Don L est régulier si et seulement si ∼L a un nombre �ni de lassesd'équivalene.
◮ Enore une aratérisation des langages réguliers !

◮ Il faut prouver aussi que L(AL) = L !



Équivalene de mots dé�nie par un automate
◮ Et maintenant prenons un automate A = (Q, Σ, δ, q0,Qf ) quiaepte L.
◮ Dé�nissons ∼A⊆ Σ∗ × Σ∗ omme suit :w1 ∼A w2 si δ(q0,w1) = δ(q0,w2)
◮ On peut prouver que w1 ∼A w2 implique w1 ∼L w2 !

◮ Car si w1w ∈ L, alors on doit avoir δ(q0,w1w) ∈ Qf et don aussi
δ(q0,w2w) ∈ Qf .

◮ Don toute lasse d'équivalene de type ∼A est inluse dans unelasse d'équivalene ∼L.
◮ Ce qui revient à dire que le nombre d'états dans AL est minimalparmi tous les automates qui aeptent L !



Finir la preuve
◮ Il nous reste à prouver que A# n'est autre que AL ! (modulorenommage des états).
◮ On veut d'abord prouver qu'on peut dé�nir une bijetion enassoiant à haque lasse [q] ∈ Q/ ≡ une lasse unique

[w ] ∈ Σ∗/ ∼L.
◮ La bijetion : on prend w ∈ Σ∗ tel que δ#([q0],w) = [q], et on luiassoie [w ] !.

◮ On va la noter φL.
◮ Il faut prouver qu'elle est bien dé�nie !
◮ Il faut prouver que 'est une fontion injetive !
◮ Il faut prouver que 'est une fontion surjetive !
◮ Et, en�n, il faut aussi prouver que ette assoiation fait que A# et

AL soient le même automate !
◮ Don que δ#([q0],w) = [q] si et seulement si

δL(φL([q0]),w) = φL([q]) !
◮ On doit juste jouer un peu ave les notations !



Appliations
◮ Test d'égalité de langages : étant donnés A1 et A2, est-e queL(A1) = L(A2) ?

◮ Il faut onstruire les deux automates minimaux A#1 et A#2 et prouverque 'est le même...
◮ ... modulo un renommage des états !

◮ Test de langage sans étoile :
◮ Propriété : L est sans étoile si et seulement si l'automate minimalpour L, AL, est sans étoile.
◮ Don on prend un automate quelonque, on le déterminise, on leminimise, et on regarde si on a des iruits étiquetés par unepuissane d'un mot wk .


