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Introduction : A la croisée des chemins

Logique G.d.l. Programmation Logique
Axiome Flot Clause de Horn
Preuve Cablage Programme logique
Elimination des coupures Equation de rétroaction  Résolution (unification)
Forte normalisation Nilpotence Boundedness

Ouitils
Algeébre, restrictions syntaxiques, réduction entre problemes, etc.

+ Résultats
Caractérisation du calcul en espace logarithmique

-» Avancées
Nouvelles correspondances ?







Définition (Termes du premier ordre)

Programmation logique : Termes du premier ordre

Lu = c,d,... eC
| X’y? z? e v
| 2Anp(ty, ..., t) neN*
| teu avec telov :=te(UaV)
Exemple
X+21(c) B2(y, ¥)+21(2)
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Programmation logique : Termes du premier ordre

Définition (Termes du premier ordre)

tbu = c,4d,... eC
| x,y,z, ... ev
| 2p(t, ..., 1) neN*
| tou avec toUoV:: to(UoV)
Exemple
X+Aq(c) Po(w, w)erq(2)
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| /\I




Programmation logique : Termes du premier ordre

Définition (Termes du premier ordre)

tbu = c,d,... eccC
| x,y,z, ... ev
| 2p(t, ..., 1) neN*
| t-U avec toUoV:: to(UoV)
Exemple
X+2q(c) Ro(w, w).A1(2) Unifiables ?
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Programmation logique : Termes du premier ordre

Définition (Termes du premier ordre)

tbu = c,4d,... eC
| x,y,z, ... ev
| 2p(t, ..., 1) neN*
| t-U avec toUoV:: to(UoV)
Exemple
X+2q(c) Ro(w, w).A1(2) Unifiables ?

- v
/N / AN
X Aq A1 0 =[x/na(w,w); z/C]

| /\I
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Programmation logique : Termes du premier ordre

Définition (Termes du premier ordre)

t,bu = c,d,... I=Xe
| x,y,z, ... ev
| 2Ap(t, ..., tn) neN*
| t-U avec toUoV:: to(UoV)
Exemple
XeAq(c) RBo(w, w)enq(d) Unifiables ?
/N N 8
X A4 c#d
| / \ |
c d




Programmation logique : Flots et cablages

Définition (Flots, cablages)

Un flot est une paire t — u avec Var(t) C var(u).
Un cablage est un ensemble fini de flots.

Définition (Composition (ou produit) de flots)
Soient u — v et t — w deux flots, var(v) N var(w) = @,

uf — wh sivh=1to

(Uu=v)(t—=w):= {

non défini  sinon

Exemples
(£(x) = x)(£(y) = g(¥)) = £(£(y)) = a(¥)
(Xec = (Yoy)eX)((CoC)eX — YeX) = XeC < Cox
(£(xeC) — Xed)(ded «— *) = £(dec) — *




Programmation logique : Une nouvelle contrainte

Définition (Balance)

« Un terme est balancé si toutes les occurrences d’'une méme
variable apparaissent a la méme hauteur. »
« Un flot est balancé si toutes les occurrences des mémes

variables apparaissent dans les deux termes a la méme
hauteur. »

Exemples
/N X /SN
y Aq Ap Aq
| /N
y y y y




Programmation logique : Une nouvelle contrainte

Définition (Balance)

« Un terme est balancé si toutes les occurrences d’'une méme
variable apparaissent a la méme hauteur. »
« Un flot est balancé si toutes les occurrences des mémes

variables apparaissent dans les deux termes a la méme
hauteur. »

Exemples
/SN /SN
y Aq Ap Aq
| /N
c y y y




Programmation logique : Une nouvelle contrainte

Définition (Balance)

« Un terme est balancé si toutes les occurrences d’'une méme
variable apparaissent a la méme hauteur. »

« Un flot est balancé si toutes les occurrences des mémes
variables apparaissent dans les deux termes a la méme
hauteur. »

Exemples

/SN = /N

y Aq Ap Aq
| /N

c y y y







Des programmes et des données : Des mots

Onnoteu=t:=u+t+t- u.

Définition (Représentation des mots)

Soientp; e C,cie ,unmot W = cq, ..., cp, est représenté
par le cablage W € My (W) :

* = C1
+ ¢ = C2
+ Cn = %




Des programmes et des données : Des mots

Onnoteu=t:=u+t+t- u.

Définition (Représentation des mots)

Soientp; e C,cie ,unmot W = cq, ..., cp, est représenté
par le cablage W € My (W) :

* oM(po) = C1 oM(pl)
+ ¢ oM(pl) = C2 oM(pz)
+ cn Mpn) = * M(po)




Des programmes et des données : Des mots

Onnoteu=t:=u+t+t- u.

Définition (Représentation des mots)

Soientp; e C,cie ,unmot W = cq, ..., cp, est représenté
par le cablage W € My (W) :

*eo L QM(pO) = CloR oM(pl)
+ CireL oM(pl) = CoeR oM(pz)

+ Cpel oM(pn) = *eR oM(pO)




Des programmes et

Onnoteu=t:=u+t+t- u.

Définition (Représentation des mots)

Soient p; € C, cj € X, un mot W=cy, ...
par le cablage W € My (W) :

desdonnées : Des mots

, cn, €st représenté

*eo Ly oM(po) = <cC1eR oM(pl)
+ CireL -M(pl) = CoeR -M(pz)
+ cphel -M(pn) = *eR -M(po)
M(po) M(p1) M(p2) M(pn)
L R L R L R L R
° e——o e——o e —— pr— °
M == =) G




Des programmes et des données : Des mots

Onnoteu=t:=u+t+t- u.

Définition (Représentation des mots)

Soientp; e C,cie ,unmot W = cq, ..., cp, est représenté
par le cablage W € My (W) :

*oLoXoyoM(po) = CloRoXOyoM(pl)
+ CloLoXoy-M(pl) = CgoRoX-yoM(pz)

+ Cn.L.X.y.M(pn) = *oRoX-ynM(po)

M(po) M(p1) M(p2) M(pn)
L, ~R L R L R L R

e——o e——o e —— ... ——e °
i i) (o)




Des programmes et des données : Observations, automates

Mot : . .
/N /N

o/ \X l - o/ \X l

C_/ \R y/ \M 3 / \L y/ \M

Di Pi+1
VAN VAN
SN L= N

/ \R A/ \M ’/ \L A/ \M

N AN

X1 Xn X1 Xn

Observation :

10






Fondations algébriques : Le demi-anneau d’unification

Lemme
L'ensemble des cablages U est un demi-anneau avec
— [ =x <X,
— 0:=0,
— le produit est la composition,
— la somme (notée +) est la réunion.
(Il n’y a pas d’inverse pour I'addition.)

Lemme

L'ensemble des cablages balancés Uy, est un demi-anneau.

12



Fondations algébriques : Produit tensoriel

Définition (Produit tensoriel)
Soient u — v et t — w deux flots, A, B deux demi-anneaux,

(U= V)R (t— W) := Ust ~— Vew

Le produit A @ B est également un demi-anneau :

AR B = {ZF/@G/
i

F,'E.A,G,'EB}

Onnote A®BRC:= AR (B®C).

Exemple
(£(X)ey = yex) @ (X = g(x)) = (£(X)sy < yex) @ (2 = 9(2))
(£(X)ey)ez = (y+x)+9(2)

13



Fondations algébriques : Des mots, des observations
Soit E un ensemble de termes clos, on note £ := { St | t,ui€E }

Définition (Demi-anneaux de mots et d’observations)

Etant donnés deux ensembles de symboles P et S, un symbole
de fonction M et LR := {L, R}, on définit :

W:=TQI@MP)™ et O:=s"QUp"”
et My (A) = (ZU {*})” LR ® A.

14



Fondations algébriques : Des mots, des observations
Soit E un ensemble de termes clos, on note £ := { St | t,ui€E }

Définition (Demi-anneaux de mots et d’observations)

Etant donnés deux ensembles de symboles P et S, un symbole
de fonction M et LR := {L, R}, on définit :

W:=TQI@MP)™ et O:=s"QUp"”
et Ms (A) == (LU {x})~ @ LR™ © A.

Interaction)— (X U {x})~ ® LR
(Zu{D)- & LR 8| 5= [®
Etats internes

& T |&[zomp)-

14



Fondations algébriques : EtI'exécution !

Définition (Observation)
Une observation est un élément O de M5 (O).

Définition (Langage d’une observation)
Soit O une observation sur I'alphabet ¥, son langage est

£(0)={Wes*|3keN, (OW)k =0}

Définition (Observation déterministe)

Soit O = }"; u; — tj une observation sur I'alphabet ¥, si tous les
renommages des t; sont deux a deux non-unifiables, alors O est
déterministe.

15






Pointeurs et complexité : Résultat

Théoreme (Complétude (Completness))

Si L € co-NL, alors il existe une observation O t.q. £L(O) = L.
SiL € L, O peut étre choisie déterministe.

Démonstration.

Par encodage dans une observation d’'un automate
bi-directionnel a plusieurs tétes qui décide L. O

17



Pointeurs et complexité : Un exemple de dialogue

Soient hg, x,y € Var, po,p1,20 € Cet X ={0,1}.

*xeLeiniteAgeM(hg) < *eReiniteAgeM(hp) (01)
*eReXeyoM(pg) “— leLeXeyeM(pq) (wy)
leLeiniteRgeM(hg) — 1eLebengeM(hg) (02)
leLeXe ynM(p‘]) — *oRoXoyoM(po) (W2)

Par unification,
*xeLeiniteAgeM(pg) < *eRebeRgeM(po) (01 wq0owWo)

18



Pointeurs et complexité : Encoder un automate

19



Pointeurs et complexité : Encoder un automate

1T 0uReieveM(2) — 0eLeieveM(2)

1eReieVeM(Z) — LeLeNeVaM(2)

OeReNeVeM(Z) “ 0eLeNeVeM(2)

TeReNeVeM(Z) — 1eLeNeveM(2)

*eReNeVeM(Z) — *eLeievaM(2)

—~ o~ o~~~ A~
~— ~— — — —

*oRoic VeM(Z) — *oLoyo VOM(Z)

19






Cablages et graphes : Résultat

Théoréme (Correction (Soundness))

Si O est une observation, alors £(O) € co-NL.
Si de plus O est déterministe, alors L(O) € L.

Techniques

— Réduction au probleme d’acyclicité d’'un graphe dirigé,
connu pour étre dans co-NL.

— Nécessite un cas particulier d’unification (« matching »), qui
estdans L.

21



Cablages et graphes : Méthode de preuve

Démonstration.

Etant donné un mot W, on fabrique W et on pose OW = F.
Etant donné un cablage F de hauteur h(F),
— Lensemble des faits de hauteur h(F) est I'espace de calcul,
noté Comp(F),
— cet ensemble est séparant : pour tout (u — x) € Comp(F),
— F(u < %) € Comp(F),
— F"(u+ x) = 0implique F" = 0.
Etant donné Comp(F), on peut fabriquer un graphe qui est
acyclique ssi F est nilpotent :
— Ses noeuds sont les éléments de Comp(F),
— llyaune arétedeu=u+ xversv=Vv - xssiv e Fu.
L]

ve Fussid(ti — b)e Fta. (th — b)(U—*) =V — %

22



Cablages et graphes : Méthode de preuve

Démonstration.
Etant donné un mot W, on fabrique W et on pose OW = F.
Etant donné un cdblage F de hauteur h(F),
— Lensemble des faits de hauteur h(F) est I'espace de calcul,
noté Comp(F),
— cet ensemble est séparant : pour tout (u — x) € Comp(F),
— F(u < %) € Comp(F),
— F"(u+ x) = 0implique F" = 0.
Etant donné Comp(F), on peut fabriquer un graphe qui est
acyclique ssi F est nilpotent :
— Ses noeuds sont les éléments de Comp(F),
— llyaune arétedeu=u+ xversv=Vv - xssiv e Fu.

On peut faire tout ¢a en espace logarithmique. O

ve Fussid(th — b)e Ftag. (t — bL)(U—*) =V — %
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Conclusion : Perspectives

Th. Dem. — Une preuve d’une observation, c’est quoi ?
— Analyse de SLL pour capturer P ?

o

Prog. Log. — Restrictions sur les termes ?
— Transferts de théorémes ?

o

Complexité — Automates uni-directionnels
— Automates a plusieurs tétes + piles = P

o

Méthode — Prendre une logique qui capture C,
— la traduire en Gdl,
— regarder la sous-algebre correspondante.

23



Conclusion : Perspectives

Th. Dem. — Une preuve d’une observation, c’est quoi ?
— Analyse de SLL pour capturer P ?
o
Prog. Log. — Restrictions sur les termes ?

— Transferts de théorémes ?

o

Complexité — Automates uni-directionnels
— Automates a plusieurs tétes + piles = P

o

Méthode — Prendre une logique qui capture C,
— la traduire en Gdl,
— regarder la sous-algebre correspondante.
-+ Merci
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