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Chapitre 1

La Logigue modale
propositionnelle

L'étude d’'une logique se divise depuis le debut du sietles travaux de Tarski en

deux parties rigoureusement distinguées :

— La syntaxe, qui se contente de vérifier que les énonatésfeonulés dans le
respect des regles du langage choisi (ici, un langage pitigranel enrichi de
connecteurs modaux).

— La sémantique, elle, étudie les valeurs de véritéetesnCés ainsi formeés.

1.1 Lasyntaxe de la logique modale propositionnelle

Le langage que I'on se donne est un langage propositionmsk tonstitué :
— du symbolel (I'absurde)
— de symboles atomiques,q’, p1, p2, €tc.
— de connecteurs :
— la négation;-

la disjonction,v
la conjonctionp
l'implication, —

— I'équivalences>

— d’'opérateurs modaux, au nombre de deux :

— la nécessité,]

— la possibilite
On noteL ce langage, il varie en fonction des atomes que I'on se donne.

1.2 La $£mantique de la logique propositionnelle

1.2.1 Les moeles du langage

Définition 1 Un mockle M du langage’ a la formeM = (W, P), avec :
— W :la collection des mondes possiblég, # .
— P :lafonction d’interp étation qui associ@ chaque atome propositionnede
L la classeP(p) C W, qui repesente les mondes possibles dans lesquess
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8 CHAPITRE 1. LA LOGIQUE MODALE PROPOSITIONNELLE

le cas.

Définition 2 (La relation £) On c&finit <« A estvraie dans le mondev du moctle
M >, M, w E A par récurrence sur la hauteur (la complexjtla longueur) des for-
mules :

- M,wEp, < we P(p;)

- MuwE-A—= MwkEA

- MwEAVB<< M,wF AouM,wE B

- MwEAAB<< M,wF AetM,wkE B

- MwEFA—- B~ MwkFEAOUM,wEB

- MwEA B MwEFAetM,wkE B,ouM,wkE AetM,w¥ B

— M, w E OA <= Pour chaquev’ dansW : M,w' E A

- M,wE QA <= S'il existe au moins un’ dansW : M, w' F A

Exemple 3 Soient :

L= {p,q}

M = (W, P), avec: -W = {wq,ws, w3, wys}
- P(p) = {w1, w3}
- P(q) = {w2, w3}

On peut erifier que :
— M, w; E p, puisquew; € P(p).
— M, w4 ¥ p, puisquew, ¢ P(p).
- M,ws E g A g, puisquews € P(q).
— M,wsy ¥ pV —q, puisquews ¢ P(p) etws € P(q)
— M, wy F p <+ g, puisquews ¢ P(p) etwy ¢ P(q).
— M, ws E Qq, puisquews € P(q).
- M,ws EO(—g V), puisqueM, w; E (—gVq) pourl <i <4, carw; ¢ P(q),
wy € P(q), ws € P(q) etwy ¢ P(q).
- M,w; E O(—p — p), puisqueM,w, E -p — p, car M, w; ¥ —p, car
wy € P(p)
— M, we E -0Oq car M, wy ¥ ¢ puisquew,s ¢ P(q).
La figure 1.1 illustre quelques formules vraies dans le&udifits mondes.

Exercice 4 Déterminez si les assertions suivantes sont vraies ou faysserapport
au mockle de I'exemple :

1. M,w; EOp

2. M,wy E Qq

3. M,wsEp+q

4, M,wy ¥ Qg V Op

5. MEO[(pAg) = plAD(pV —p)

La Validit &

Soit M = (W, P) un modele du langageé.
Sion aM,w FE A pour chague monde possihle on dit queA est valide dans le
mockle M, et on écritM £ A.
Si A n’est pas valide dans les mondes/Mg c’est-a-dire s'il existe un mondede W
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P, ¢, pV q, Oq -0, ¢, pVq,Qp

D, ¢, pNq,
Op A (-0q)

FIGURE 1.1 — Vérités dans les mondes

tel queM, v ¥ A, on écritM ¥ A.

Enfin, on dit queA est valide dans la classe des modele€d&' = A, et on écrit
E A si M E A pour chaque modelg1 deC.

Exercice 5 SoitM = (W, P) avec

- W = {wl,wg}
- Pp) = {w1, w2}
- Pq) = {wi}.

Ona:-M,w; EpVgcarM,wi EpetM,w; Eq
-M,ws EpV g, car M, ws E p.

Vérifiez que le maele M tel que @fini ci-dessusarifie :
- M,usEq—p
- M,wiEpAg
- MEDp
- MEDO(pVq)
- M, w1 F Qq

Fait6 Le sctemalJA — A, ou A est n'importe queénon@, est une valide dans la
classe de tous les mekks semblables.

Proposition 7 Si A est valide, alor§JA est valide aussi.

Démonstration 8 Soit M = (W, P). Etant don@ queA est valide, alorsM,w E A
pour chaque monde € .
Donc M, w E OA pour chaquew € W, doncM E A.

Proposition 9 O(A — B) — (OA — OB) est valide.
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Démonstration 10 Il faut montrer que pour chaque melé. M = (W, P) onaM E
C,avecC =:J(A - B) — (A — OB).

- SiM,w ¥ A — Bavecw € W, alors M ¥ (A — B) etonaM E C par
défaut de I'anécedant de I'implication principale.

- SIMEA— BetM,wk¥ A,onaalorsM ¥ OAetM E OA — OB par
défaut de I'anécedent. Puisque! £ A — B, onapar 7M kE O(A — B),
doncM EC

- SiIMEA— B,etME A, alorsMFE B.Par7MEO(A— B), MEDOA
et M E OB, doncM E C.

On aépuig les diferents cas possibles, c’est donc que la formlest valide dans
tout mockle et pour toutes les formuleset B.

Exercice 11 Montrer que les formules suivantes sont valides dans laselds tous les
mockles :

- 0JA— QA

-0A— A

- A—-00A

-0A4A—-004

- 0A —-[00A



Chapitre 2

La logique du premier ordre

La logique du premier ordre a un pouvoir d’expression plandrque la logique
propositionnelle. On peut formuler des énoncés comme :

Chaque état a un président.
sous la forme

Vz(Etat(z) — JyPrésidentz, y))

2.1 Syntaxe de la logique du premier ordre

On va maintenant composer la logique du premier ordre avaglgue modale
pour obtenir la logique modale du premier ordre. On commeac@asser en revue les
concepts de base de la logique du premier ordre.

Dans la logique propositionnelle on commence avec un enged&formules ato-
miquespo, p1, ¢, q -

Dans la logique du premier ordre on commence avec un ensemdke symboles
de relations, de fonctions et constantes individuellesacDle symbole de relation et
de fonction a une arité, un degré, qui correspond au noullarguments qu'il peut
prendre. Dans notre exemple, le symb@iésidenta le degré 2.

On suppose aussi qu'il y a un nombre infini de variablgg ¢, v/, .... Les constantes
individuelles et les variables vont désigner des indigidans un domaine de discours,
un univers. Ce sont des termes. On peut aussi former dessquoe compliqués a
I'aide des symboles de fonction.

Définition 12 On hierarchise alors notre langage :
Les termes sont les plus petites composantes de notre langage.
1. Les constantes du langage sont des termes. On leg nftetc.
2. Les variables du langage sont des termes. On lesmater, ', etc.

3. sity,...,t, sont des termes, gt un symbole de fonction d’aétn, alors
f(t1, ..., t,) est un termé&galement.

Les formules atomiquessont de deux formes :

1. P(t1,...,tn), avecP un symbole de relation de dégn ett,,...,t, des
termes.

11



12 CHAPITRE 2. LA LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

2. t1 = to avect; etty des termes.

Les formules sont céfinies par ecurrencea partir des formules atomiques. Siet B
sont des formules etune variable, alors sont des formulesA, AANB, AV B,
A — B,A <+ B,3zAetVzA.

Convention 13 On convient pour la suite de ce cours des points suivants :
— On dit d'une occurence d'un variable apparaissant dansi qu’elle est lee
dansvz A et3zA.
— Une occurence d’une variable qui n’est paadiest dite libre.
— Une formule dans laquelle il n’'y a pas d’occurence de vdedibre est un
énoné.
— Le langage que I'on va congicer ne comporte pas de symboles fonctionnels.

2.2 Smantique de la logique du premier ordre

2.2.1 Les structures relationnelles

On interpréte le langage du premier ordre dansstiestures relationnelles
Une structure relationnelle se compose :
— d’un univers de discour®, qui est un ensemble d'individus toujours différent
du vide,
— et d’'une fonction d’interprétatioh
Ainsi, I(c) est un éléement d®, pour chaque constante individuetieetI(R) est une
relation telle que pour chaque symbole de relafibde degré:, I(R) C D™.

Exemple 14 : Supposons que le langage ne contienne que le symbole diemeta
SoitM = (D, I) une structure @ D = {1,2,3,...}. I(<) = {(n,m) : n,m € D, n
est plus petit quen} = {(1,2),(1,3),---,(2,3),(2,4), ...} estleur relation dan®.

On observe que la structure relationnelle ne donne pas tenpiétation aux variables
individuelles. Pour cela on a besoin d'uassignationune fonctiong dont les argu-
ments sont des variables individuelles et les valeurs semirdlividus dan®.

Définition 15 Une fois qu’on a introduit une structure relationnellet = (D, I) et
une assignatiog dansM, on peut @&finir la denotation d’'un terme du langage dans
M relativement g :
Mg _ { I(c) sit est une constante individuekte

~ | g(z) sit estune variable individuelle

Exemple 16 SoientBeau un symbole de relation etune constante individuelle. Soit
M = (D, I)unmoele tel queD = {Jacques, Pierre}, I(c) = Jacques, I(Beau) =
{Jacques}.

Intuitivement I[enon& Beau(c) est vrai dansM si et seulement di(c) € I(Beau),
c’esta-dire si et seulement Siacques € {Jacques}, ce qui est le cas.

Définition 17 Pour une assignatioget un individuz dansD, g(x/a) est I'assignation
qui est identiqué g pour toutes les variableg # z, etg(z/a)(x) = a.

g(z/a)(y) = g(y) pour chaquey # x

glz/a)(z) =a

Exemple 18 En reprenantM comme pecedemment, on a(z/c)(x) = ¢, autrement
dit z estc, c’esta-dire Jacques. De néme, on g (z/c)(y) = y etg(y/c)(y) = c.

En d’autres termes {
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On peut maintenant définir la notion de vérité d’'une folerdans une structure relati-
vement a une assignation.

2.2.2 Lavaleur de \erité des structures

SoientM = (D, I) une structure d’interprétation, avée I'univers de discours
(I'ensemble des individus), la fonction d’interprétation.

— M, gE P(ty,...t,) < (9, . tM9) ¢ I(P)

- M, gE-A- M,gEA

- M,gEANB& M, gF AetM,gE B

- M,gEAVB - M,gEAouM,gE B

— M, g E JxA sietseulementsiily aunindividue D tel queM, g(xz/a) E A

— M, g E Vx A si et seulement si pour tout individue D, M, g(x/a) E A

Exemple 19 Soient£ un langage qui contient une constante individuelet un sym-
bole de relationR & deux places. Soi = (D, I) une structure relationnelleto:
- D={1,2}
—I(e) =1,I(R) = {(1,2),(2,1)}.
Soientg(xz1) = 1 etg(z,) = 2 pourn = 2,3,4, ....
Ona
- MI=](c)=1
—aMI=g(z) =1
- M9 = g(z,) = 2 pourn > 2.
Donc
- M, g E R(c,z5) car (M9, 259) € I(R)
— M, gF =R(c,z1) car (M9, 2119) ¢ I(R)
— M, gF Jx1R(x1,x0) puisqu'ily al tel queM, g(z1/1) E R(x1, x2).

Fait 20 Un énoné& est sans variable libre, donc sa valeur dgité ne épend pas des
assignations.

Démonstration 21 Si A est unénoné& (sentence), alors pour chaque structuvé =
(D, I) et chaque assignatiopet¢’ dansM, on a:

M,gE A Mg EA
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Chapitre 3

Presentation simplifee de la
semantique de Kripke

Nous allons simplifier la séemantique de Kripke, en considégue tous les mondes
ont le méme univers. On verra en 6.5.2 comment considésemlodéles a univers
variable.

3.1 Syntaxe

3.1.1 La structure

Le point de départ est la notion de structue= (W, D, wy) ou :

— W est un ensemble non-vide de mondes possibles. On emploie,, v, vy, ...
pour désigner ces mondes.

— D est I'univers de discours, appelé aussi le domaing.de

— wop est le monde actuelyy € W).

3.1.2 Le mockle : structure et valuation

On forme un modélé = (S, I') basé sulS en ajoutant &' une valuation :

— I assigne a chaque couple constante individueHenondew dansW, un in-
dividu de D, notéI(w, ¢), qui est I'individu désigné par dans le mondev par
1.

— I assigne a chaque couple symbole de préditaimonde possiblev dansiW
une extension, notégw, P) : c’est I'extension du symbol® dansw selonI.
L'extension est une relation et dépend du nombre de plasgmiboleP, de son
arité. Ainsi, si l'arité deP estn, I(w, P) C D".

Exemple 22 On se dote du langagé qui contient deux constantes individuellest
d, et deux symboles degaticats,P etQ, P étanta une place) a deux.

SoitS = (W, D, w) avec : -W = {wp, w; }
-D = {al,ag}

SoitM = (S, I) un moekle bag surS ou I est cefini de la fagon suivante :

15



16CHAPITRE 3. PEESENTATION SIMPLIFEE DE LA SEMANTIQUE DE KRIPKE

— Pour les constantes individuelles :
I(wg,c) = a1 I(wy,c) =as
I(wo,d):a2 I(wl,d):ag
C’est-a-dire quec désignea; danswy et ay dansw,, d désigneas aussi bien
danswg que danswu;.

— Pour les pédicats :
I(wo,P):{al} I(wl,P):{al,aQ}
I(wo, Q) = {{a1,a2)}  I(w1,Q) = {(a1,a2), (az,a1)}
C’est-a-dire que I'extension d& dansw est{a;}, 'extension deP dansw,
eSt{al, ag}.
De neme, I'extension d dansw, est{{a1, az)}, 'extension d&) dansw, est

{(a1,a2), (az,a1)}.

3.1.3 Les assignations

On introduit desormais la notion d’assignation. Une asstigng assigne a chaque
variablez un individu : g(z) € D.
Si g est une assignation, @un individu appartenant®, alorsg(z/a) est I'assignation
identique ag, sauf qu’elle assigne a la variabtel'individu a. En d’autres termes :
{ g(z/a)(y) = g(y) pour chaque # x

g(x/a)(z) =a

3.1.4 Lestermes

On définit les termes d’'un langage du premier ordre de larfagivante :
1. Chaque constante est un terme.

2. Chaque variable est un terme.

3. Rien n’est un terme que ce qui est défini par les clausd<?1. e

Maintenant qu’on a défini les notions de structSre= (W, D, wy), de modeleM =
(S, I) basé sufS, et qu’on a fixé une assignatighon observe que pour chaque monde
w, chaque terme recgoit une valeur sémantique relativement at ag, que I'on note
9

— Sit est une constante individuebgalorsc*-9 estl(w, c)

— Sit est une variable, alorsz™9 estg(z).
Encore une fois, on observe que la valeur sémantique d’'onstante individuelle
varie d’'un monde a l'autre, car il se peut tres bien gtie? # ¢*29, alors que la
valeur sémantique d’'une variableest constantex*t9 = z*2:9, quels que soient;,
wy etg.

Exemple 23 Soit S une structure etM = (S, I) un moctle bag sur.S, tous deux
comme dans I'exemple gédent (voir 22).

Soitg I'assignation qui assigna chaque variable I'individw; : g(z1) = g(z2) = ... = a1.
g(x2/az) estlassignation y(xa/a2)(x1) = g(x2/a2)(x3) = g(ae/a2)(x4) = ... = a1
g(z2/az2)(x2) = az

g(x3/az) estl'assignation y(zs/a2)(x1) = g(as/az)(x2) = g(xs/az2)(xs) = ... = a1
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g(w3/az)(z3) = az

Pour le mondeuy : Pour le mondeuw; :
9 = [(wog,c) = aq 19 = [(wy,¢) = ag
dw“g:I(wo,d):az d¥r9 = I(wy,d) = ag

On peut maintenant calculer =T1 =g(x1) =m " =g(21) = ar
25" = g(z2) = aq etc.

:L'llﬂo,g(l'?/a?) = g(z2/az)(r1) = a1

w;ﬂo,g(w?/‘“) = g(mg/GQ)(l?) = az

3.2 Smantique
3.2.1 LarelationE

Fixons la structures = (W, D, wg), un modeéleM = (S, I) basé surS et une
assignatiory dansM. Pour chaque monde possihledansiW et chaque formulet
du langage modal de premier ordre, on définit la relationas@tique :

(M,w,g) F A

C’est-a-dire :A est vraie dans le monde possillgelativement & I'assignatiogn
On définit ensuite par récurrence sur la hauteurdded et B étant des formules du
langage modal de premier ordre :

— (M,w,g) E P(t1,...,tn) <= ("7, ...,t%9) € I(w, P)

— (M,w,g) Et; =ty < t;"7 estidentique &,
- ) EA = M,w,g) A
<M w g) FAANB <— (M,w,g) F Aet(M,w,g) F B
- M,w,9) FAVB — (M, w,g)E Aou({M,w,g) E B
- (M,w,g) EVzA <= pour chaque dansD on a{(M,w, g(z/a)) F A
- M,w,g) FIzA <= ilyaunindividua dansD tel que(M,w, g(z/a)) E
- M,w,g) FOA <= pour chaque mondedansi : (M, v,g) F A

Exemple 24 SoientS = (W, D,wp), M = (S,I) et g comme dans les exemples
précédents. Ona:

o(M,wp,g) E P(c),car c¢“9 € I(wp,P)

En effet, si onintergrte :  a; € a1}

*(M,wo,9) FQ(c,c), car ("9, c9) e I(wo,Q)
En interpretant : (a1,a1) e {{a1,a1)}
(M, wp,g) ¥ P(d), car d¥9 ¢ I(wp,P)

On \érifie en effet que:  as ¢ {a1}

*M,wi,9) Fe=d, carc*?=1I(wi,c)=as
avr9 = I(wl,d) = az
Les interpétations dec et ded dans le mondev; en fonction dgy sont donc
identiques.
(M, w1, g(x1/ar)) F P(x1)
oM, w1, g) F Va1 P(x1), car et
2)(M, w1, g(z1/az)) F P(x1)
Pour montrer 1), nous observons que :
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(M, wy,g(z1/a1)) E P(zy), car a9/ ¢ T(w, P)
ay e {ar,aq2}

Pour 2),on a:

(M, wy,g(z1/az)) E P(xy), car 2 9/%2 ¢ I(w, P)
ao S {a17a2}

Le statut de3z1 (21 = ¢)

(M, wyg, g) E Jz1(21 = ¢) < ilyaunindividua dansD tel que{M, wy, g(z1/a)) F
(1 =0¢).

L'individu a que I'on cherche est; :
(M, wg, g(x1/a1)) E (1 = ¢), Cal’acilu“’g(ml/al) = I(wg,c) = aq
(M, w1, g) F Jz1(z1 = ¢) se démontre de fagon analogue.

Ainsi, on a démontré quéeM, wo, g) F O3z1 (21 = ¢)
(M, wi,g) E O3z (21 =¢)

En fait, il est facile de voir quéM, wy, g) E 3z1(x1 = ¢) pourn’importe quelle assi-
gnationg dansM. Soitg une assignation arbitraire dang, On a :

(M, wyg, g) E Jz1(21 = ¢) < ilyaunindividua dansD tel que{M, wy, g(x1/a)) E
21 = ¢. On trouve toujours cet individu : c’esf.

Le statut de OVx; P(z1)
CependantiM, wq, g) ¥ OVx1 P(x1) et (M, w1, g) ¥ OVx, P(x1).

On a{M,wg,g) E V21 P(z1) <= (M,w,g) F OVx;P(x1) : les conditions
de validité des deux énoncés sont liées, il nous sufficdie démontrer que I'un des
deux n’est pas veérifié.

On étudie les conditions de validité d&1, wy, g) F OVx, P(x1) et on montre qu’elles
ne sont pas remplies :
(M, wp,g) EOVz1P(x1) — { (M, wo, g) F Var P(zy) et

<Mawlvg> F V:rllj(:rl)
On a montré quéM, w, g) F Va1 P(z1) plus haut, maisM, wo, g) ¥ V1 P(z1).
<M7w059($1/a1)> E P(xl) et

<M,’LUO,Q(IE1/G,2)> F P(xl)
Mais il est facile de voir quéM, wy, g(z1 /as)) ¥ P(x1).

En fait : (M, wog, g) EVz1P(11) < {

Pour reprendre, puisqueM, wo, g(x1/az)) ¥ P(x1), on a{M,wy, g) ¥ Vri1P(z1),
et donc(M, wo, g) ¥ OVz1 P(2z1) et (M, w1, g) ¥ OVz P(x1).

3.2.2 \krité relative a une assignationa un modele, validité

Maintenant qu'on a définiM, w, g) E A pourw, g et A arbitraires, on va définir
d’autres notions sémantiques. On fixe comme d’habittide: (W, D, wg), M =
(S, I) et une assignationdansM.
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1. Ondit que la forumulél est vraie dans le modéfet relativement & I'assignation
g, (M, g) F A si et seulement giM, wy, g) F A.

2. On dit queA est vraie dans\i, M E A, si et seulement sM,g F A pour
chaque assignationdansM.

3. On dit queA est vraie dans la structufe S E A si et seulement sM E A pour
chaque structurd1 = (S, I) basée suf.

4. On dit queA est valide dans la classe de structife K = A si et seulement si
S E A pour chaque structurg dansk.

ME D3z (21 =¢)

Onavuen3.2.1 queM, wo, g) F O3z (21 = ¢) et
(M, w1, g) E O3z (21 = ¢)

Donc, par la clause 1) de la section précédente, o\ .g) F O3z, (21 = ¢) pour
chaque assignatiandansM choisie comme dans I'exemple.
Donc, par la clause 2M E O3z (z1 = ¢)

K ¥ Dﬂxlﬂxgﬁ(acl = $2)

Nous allons montrer que cette formulé&dz,3ze—(z1 = x2) n'est pas valide
dans la classé( de toutes les structures On va produire pour cela une structure
S = <VV, D,U)()> telle queS# 3:1713$2_‘(£171 = IZ?Q).

Par définition,S” £ Jx13x9— (21 = 22) <= pour chaque modelg1 = (S’, I)
basé suts’, on a :M E O3z, 3za-(21 = 22).

On considére la structurg telle queW = {wo} et D = {a;}, et on va s'assurer
gu’elle ne vérifie pas cette formule. Pour cela, on doitwsywn modeleM basé suls

qui ne vérifie pas la nécessité gu'il y ait deux éléemepissoient différents. Le modéle
gue nous cherchons est tel gu@e compte pas : ce peut &étre n'importe quelle fonc-
tion de valuation, puisque nous n’avons pas besoin d’'indéepdes constantes ou des
prédicats.

On souhaite donc montrer quyé, wy, g) ¥ O3x13xe—(x1 = o) pour n'importe
guelle assignatioy. Commew, est le seul monde dar§’, on doit montrer que
(M, wyg, g) ¥ Tz1Fzo—(x1 = 22).

Par définition :

(M, wp,g) F Jr13xa—-(x1 = z2) <= ily aunindividub; et un individub, tels
que (M, wo, g(x1/b1,22/b2)) F = (21 = x2)

Mais cela est impossible dans notre structure, car elle mptmqu’un seul élément,
ai.

Pour toute assignatiagn on a dongd.M, wo, g) E £1 = x2 : On a trouvé une modele de
la structureS qui ne vérifie paslz; x2—(z1 = 22), et donc la classe des structures ne
verifie padd3z; e (21 = x2)

Autrement dit, toutes les structures ne vérifient pas ledaielles comportent deux
individus différents.
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3.2.3 Dedicto, de re

Grace ala logique modale et a l'interprétation avecutégers communs on peut
faire une distinction entrél3z(x = ¢) et3z0z = c.
La premiére est une modalitie dicto: il estnecessairgu’il y ait quelqu’un qui soit.
La seconde est une modaldé re: il y a quelqu’un qui eshécessairement

On voit désormais que la premiére est valide, tandis queedande ne I'est pas. En
effet, il est facile de trouver une structuse= (W, D, w) et un modéleM = (S, I)
basé sufS tel queM ¥ 0z = c.

SoientWW = {wo, w1}, D = {a1,a2} et I une valuation qui interprétedansw, par
a; etdansw; paras. Formellement (wy, ¢) = a; etl(wy,c) = as.

Maintenant on peut montrer que pour chaque assignatiamsM on a{M, wy, g) #
Jdzxx = c.

On le démontre par I'absurde : supposons M€ wy, g(x/a)) F Oz = c.

Dans ce cas on doit avojiM, wy, g(z/a)) F x = ¢
et
(Mywy, g(z/a)) Fa=c

Ce qui revient a dire que®o9(+/e) = cwo.9(x/a)
et
pw1:9(z/a) — qwi,g9(z/a)

Mais cela est impossible, car on devrait awirE I(wy,c) = I(wi,c), or on a fixé
quea; = I(wp,c¢) # I(w1,c) = as.

Ainsi, on a exhibé un modéle qui ne vérifie pag]z = c, et cette formule n’est donc
pas valide dans la classe des structures.

3.2.4 Valide dans une structure, valide dans une classe

Il importe de bien distinguer la notion de valide dans unecttire,S = A, et valide
dans une classés F A.

Supposons qu8 = (W, D, wy), ou D est 'ensemble des individus du monde actuel,
disonsD = {ay, ..., a, }. Dans ce cas, il est facile de prouver gl 3x;....3x, (1 #

To Ao NTp_1 # xn)

Cette formuledit que le domaine comporte au moinsndividus, ce qui est le cas
de la structure que I'on a fixé. Pour n’importe quelle intétption, on va avoir
(S, I) E03zy... 3z, (21 £ a2 Ao ATpe1 # Ty).

Pourtant, il est évident qUE ¥ 3x;.... 3z, (21 # 22 A ... A X1 # p) ¢ il sUffit de
trouver une strucurg’ dont le domaine)’ ait une cardinalité inferieurema

La difference entre les deux notions correspond a l&ifice entre deux conceptions
de veérité logique.

Exercice 25 TrouvezS et M un moele deS tels queM E Jzi3ze(x; # x2 A
Va3 x3 = 19 V x3 = $1).

Exercice 26 Montrez qué= Va z = x.

1. Enfait, c'est grace a l'interprétation des variabigsar I'assignatiory qui ne dépend pas des mondes
possibles.



Chapitre 4

La definissabilite dans la logique
modale

4.1 Reéflexivité et sclema(7)

On a vu que le schéem@’) : JA — A est valide dans tous les modéle$ =<
W, R,V > ou R est réflexive. Donc si la relatioR dansM est réflexive, on a1 = B
pour chaque instanc® de (7') (M E B + (M, w) £ B pour toutw dansi¥). Mais
il ne s’ensuit pas que si un schérti) est vrai dans un modelgt =< W, R,V >,
alors la relation® est réflexive, et en voici un contre exemple :

Contre-Exemple 27 M = (W, R,V) avecW = {1,2}, R = {(1,2),(2,1)}, et
V(p;) = WouV(p;) =0 pouri=1,2,3---.

2 et——»eo |
On peut facilement montrer par induction que pour chaguen a
MIDEA (M2)FEA  (4)
Etant donié que
M, HYEOA+— (M,2)FEA
Et
(M,2)EOA - M, 1)E A

Il s’ensuit queM EJA — A:

SupposongM, 1) E OA, alors (M, 2) E A, etpar(+) ona(M,1) E A.

(M, 2) FOA — A se cemontre de la ®me facon.

Le mocle construit @rifie donc toutes les instances du &ofa(7'), maisR n’est
pas €flexive (1,1) ¢ Ret(2,2) ¢ R.

Dans cet exemple, la fonction de valuatiBnest telle que le schém@’) est valide,
mais si on chang®’, par exemple en posaht' (p) = {2}, alors I'instancéJp — p
n'est plus valide. Chaque fois que la relatiBm’est pas réflexive, il y a une valuation
V qui falsifie une instance d€") dans le modeléW, R, V).

Théoreme 28 (W, R) F A — A < R est €éflexive.

21
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Démonstration 29 Supposons que dans le cadi@, R) la relation R ne soit pas
réflexive. Il y a alors un monde < W tel que—R(w,w). SoitV une valuation
telle queV(p) = W — {w} et M = (W, R, V) un moele. S’il y a un monde tel
queR(w,w'), alorsw # w’. On a: (M, w) E Op car p est vrai dans tous les mondes
w’ tels queR(w,w’), mais(M,w) ¥ p. Doncp — p n'est pas valide danu,
MEOp — p.

On aétabli les Eésultats suivants :
— Sidans le cadrélV, R), R est eflexive, alor§W, R) F 0A — A, c’esta-dire
(W,R,V) EOA — A pour toute valuatiorV/.
— Sidans le cadréW, R) R n'est pas éflexive alorsSW, R) ¥ A — A, car il
existe toujours une valuatiod telle que(W, R, V) ¥ DA — A.

Ainsi, on dit que la formuléJA — A définit la propriété de reflexivité d’une cadre.
La situation est analogue a celle de la logique du preminearsoitL un langage du
premier ordre qui contient un symbole de prédiajui est interprété dans un modele
du premier ordreMt = (D, I) parI(P), une relation dan®. Dans tous les modeles
M = (D, I) ouVxP(z,x) estvrail(P) est clairement réflexive Encore une fois, la
formuleVa P(x, x) définit la réflexivité dans la logique du premier ordreladGesut dire
que dans tous les modeldd = (D, I) ona: M E VzP(z,z) + I(P) est réflexive.

4.2 D’autres résultats de @finissabilite

Dans la logique du premier ordre la transitivité d'une tiela est définie par la
formule

VavVyVz[P(z,y) A P(y,z)] = P(z,z2)

la symétrie par
Vavy(P(z,y) — Py, z)

et I'euclidicité par
VavyVz[P(z,y) A P(x, z)] = P(y, 2)

On a des résultats analogues dans la logique modale (18pR) un cadre arbitraire.
Ona:

- (W,R) F0JA — 0O0OA <= R esttransitive.

- (W,R)E A— O0A <= R estsymétrique.

- (W,R) E 0A - 0O0A < Resteuclidienne.

1. Une relationR dansD est réflexive«+ Va € DR(a, a)



4.2. D’AUTRES RESULTATS DE CEFINISSABILITE 23

4.2.1 Latransitivité
(W,R) E OA — OOA — R est transitive.
R esttransitive — (W, R) F JA — O0OA .

4.2.2 La synetrie
(W,R) E A — OO0A — R est syngtrique.

Supposons qui n'est pas symeétrique : il y a alors unet unw’ tels queR(w, w’)
mais - R(w’,w). Soit M = (W, R, V) tel queV(p) = {w}. Donc (M, w) E p.
Puisqu’il n’y a pas de monde” tel queR(w’, w”) et(M,w") E p, on a(M,w') ¥
Op.

w' w
PuisqueR(w, w"), alors (M, w) ¥ OOp, et on a montré quéeM, w) ¥ p — OOp,
donc M ¥ p — OOp, donc{M, R) ¥ p — TOp.

R est synétrigue — (W, R) F A — OO A.

Soit M = (W, R, V) un modeéle quelconque at; un monde quelconque de ce
modele (un tel monde existe toujours puisdie# 0).

Si wg n'est en relation avec aucun monde, alors par défaut de enendelation

avecwy, toute formule du typ& A est vraie, donc le schéma est rendu vrai.

Siwy est en relation avec au moins un monde, deux cas se posent :

— Siwg est en relation uniquement avec lui-méme, aldrs> OO A est satisfait :
si wy rend vraiA, alors tous les mondes en relation awgc(autrement ditwg
lui-méme) rendent vrai le fait qu'il soit possible qoel.

— Siwg n'est enrelation qu'avec d’autres mondes, alors ces oglsigont réflexives.
Siwg vérifie 4, tous les mondes en relation aweg verifient$ A, car ils sont en
relation avec un monde qui vérifig.

Puisque tout monde, qu'il soit en relation avec d’autres desrou pas, de ce modele
rend vrai toutes les instances de— [J0 A, ce schéma est validé par ce modele.

4.2.3 Leuclidianité
(W,R) E 0A — O0A — R esteuclidienne.
R est euclidienne— (W, R) F 0A — O0A.
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Chapitre 5

Correspondance

Fixons un langage mod4ldont les atomes (symboles propositionnels) gont., py.
Il'y a une traduction qui associe a chaque formdiléu langageC une formuleSt,. (A)
d’'un langage du premier ordre (dans une seule variabledipdent les seuls symboles
non-logiques sonk, Py, ..., P, ou

— R estun symbole de relation & deux place

— Py, ..., P, sontdes symboles de relation a une place.
On suppose ici qué contient seulement les connecteurs modalet ¢.

Deéfinition 30 On c&finit la traduction par ecurrence :
Sty (pi) = Pi(z)

St (—pi) = ~P(x)

St:(A N B) = St (A) A St.(B)
St:(AV B) = St (A) Vv St.(B)
St:(0A) = 3y(R(ﬂw ) A Sty (A))
Ste(HA) = Vy(B(z,y) — Sty(A4))

Remarque 31 On observe quét,(A) est la traduction dans la variable; St,(A)
est la traduction dans la variablg.

Exemple 32 a) St,(Op1) = Jy(B(z,y) A Pi(y))
b) St.(Op1) = Yy(B(x,y) — Pi(y))
¢) St (00p2) = Vy(R(z,y) — Sty (Opz))
Mais St,, (Op2) = Vz(R(y, 2) — Pa(2))
DoncSt, (O0p2) = Vy(R(z,y) — Vz(R(y, 2) — Pa(z)))

Définition 33 (L'association du moctle de£ avec un modle de£”©) A chaque motle
M = (W, R, V) pour le langageC on associe un made M = (D, I) du langage
du premier ordreCFO {R, P, ..., Py} de la fagon suivante :

— DestWW

- I(R)= R

~1(P) = V()

Exemple 34 Soientl = {p1,p2} etM = (W, R, V) ou

25
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W = {wy, w2}

R = {{w1, w2), (w2, w1)}

Vp1) = {wi}, V(p2) = {w2}
Le moatle asso@ en langage du premier ordre est alokd™ = (D, I) ou
D=W

I(B)=R

I(Py) =A{wi}, I(P2) = {ws}

Proposition 35 Pour chaque formuled du langage modal’, chague moéle M =
(W, R, V) et chaque monde € W,ona:

(M,w) E A <= Pour chaque assignatiogtelle queg(z) =wona:
(MFO, g) F St,(A)

Démonstration 36 Par induction surA :
Si A est atomique , c’esta-dire queA estp,;. On doit montrer que

(M, w) E p; <= Pour chaque assignatioptelle queg(z) = w,
(MFC,g) F Py(x)

— Supposons queM, w) F p;. Doncw € V(p;). On aMFO = (D, I) avec

D = W et définie comme auparavant.
Commew € V(p;), par definition,w € I(P;). Soitg une assignation telle
queg(z) = w. On aévidemmentM, ¢) E P;(x) car
(MFO_ g\ E Pi(z) < 2M™9 € I(P)
— weV(p)
Eton a céja vu quew € V(p;).

— Pour l'autre direction, on suppose qu#1©, g) F P;(x) pour chaque assi-
gnationg telle queg(z) = w. Doncw € I(P;). MaisI(P;) = V(p;), donc
w € V(p;), ce qui veut dire quéM, w) E p;.

SiAestOB , Sti(p;) = y(R(z,y) A Sty (B)). On doit montrer que

(M,w) E OB += (MO g) F Jy(R(z,y) A St,(B)) pour chaquey telle

queg(z) = w.
L’hypothése d’'induction est
a) (M,v) EC < (MFO h) E St,(B) pour chaquev, formuleC moins
complexe qué B et assignatiorh telle queh(y) = v.
Supposons que
b) (M, w) F OB
Donc
¢) (M,v) E B pour quelques tel queR(w, v).
Soitg une assignation telle qugx) = w. On doit montrer que
d) (MO g) E 3y(R(z,y) A St,(B)).

Pour montrer ce point, il faut trouvere W tel que
€) (MFC,g(y/t)) = B(z,y) A Sty(B)

En fait let que nous cherchons estll suffit de montrer que
f) (MFO g(y/v)) E R(w,y) A St (B)
Pour cela, il faut montrer que
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1. (M, g(y/v)) E R(x,y)
et
2. (MO, g(y/v)) E Sty(B)
— Pour montrer 1., nous observons que .
(MO, g(y/v)) F R(z,y) <= (oM 90/0) yMOow/v) e [(R)
— (w,v) € I(R)
<~ R(w,v)
Par c), on aR(w, v), donc 1. est @monteé.
— Pour montrer 2., on observe quéy/v) est une assignation telle qyéy /v)(y) =
v. Donc par I'hypotlese d’induction on a
(M,v) E B < (MO g(y/v)) F St,(B)
Par c), (M, v) E B, donc{MFC g(y/v)) F St,(B)

Exercice 37 On vient de @montrer qué M, w) F OB impliquait(MFO, g) £ Jy(R(x, y)A

St,(B)) pour chaqug telle queg(x) = w. A vous de @montrer I'autre sens, c’est-
a-dire de supposer queMt©, g) E 3y(R(z,y) A St,(B)) pour chaquey telle que

g(z) = w et d’obtenir quelM, w) F OB.
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Chapitre 6

Trouver un contre-modele

Afin de montrer qu’une formuld n’est pas valide dans une classe de structures en
S5, il faut trouver un modela1 = (S, I) avecS = (W, D, wy) etI en les définissant
correctement :

I(w,c) € D pour chague monde et chaque constante individuetle

I(w, P) C D™ pour chaque monde et chaque symbole de prédidad’aritén.
et une assignation

De sorte quéM, wy, g) ¥ A.

6.1 ¥ [OF(a)A0G(a)] = O(F(a) A G(a))

Nous allons trouverM, wy et g tels que(M, wg, g) ¥ [OF(a) A OG(a)] —
O(F(a) A G(a)), C'est-a-dire :

1. (M, wg,g) E OF(a) A OG(a)

2. (M, wo, g) ¥ O(F(a) A G(a))

6.1.1 (M, wo,g)F OF(a) A OG(a)
Pour montrer 1., il faut montrer que

a) (M, wo, g) F OF(a)

b) (M, wo,g) F 0G(a)

Pour a), il suffit de trouver un monds tel que : a*)(M, vg, g) E F(a)
Pour b), il suffit de trouver un monde tel que : b*)(M, v1,g) E G(a)

Nous commencons & construire notre strucfiire (W, D, wy) :

— W doit contenir au moins trois mondesy, v, v1.

— D doit contenir au moins deux individus,etm.

— n va servir de dénotation pour la constaatgansu.

— m va servir de dénotation pour la constaatgansv; .

— Onadonc I(vg,a) =neti(vy,a) =m.
Afin que a*) et b*) soient le cas, il faut queappartienne & la dénotation dedansuy,
et quem appartienne a l'interprétation dédansv; : I(vo, F) = {n} I(v1,G) ={m}

29



30 CHAPITRE 6. TROUVER UN CONTRE-MOBLE

6.1.2 (M, wg,g) ¥ O(F(a) AN G(a))
Pour montrer 2., il faut montrer que dans chaque marddlV, on a :
(W,t, g) ¥ F(a) A G(a)

Commel¥ contient trois mondes, on doit montrer que :
— i) (W, wo, 9) ¥ F(a) A G(a)
— i) (W, vg,g) ¥ F(a) A G(a)
— iii) (W,v1,g) ¥ F(a) A G(a)

Pour i), il faut montrer (iaYW, wo, g) ¥ F(a) ou (W, wo, g) ¥ G(a)
Pour ii), il faut montrer (iiaf W, vo, g) ¥ F(a) ou (W, vo, g) ¥ G(a)
Pouriii), il faut montrer (iiia){(W, v1, g) ¥ F(a) ou (W, vy, g) ¥ G(a)

Pour (ia), il suffit de mettrd(wg, F') = 0
Pour (iia), il suffit de mettrd (vy, G) = 0. (On a déjal (vo, F) = {n})
Pour (iiia), il suffit de mettrd (v, F) = 0. (On a déjal (v1, G) = {m}).

6.1.3 Pour resumer

Le langageC contient trois constantes non-logiques? , F{, G,
Le modéleM = (S, 1) est tel queS = (W, D, wo) avecW = {wp,v1,v2} €t D =
{n,m}.
I(wp,a) =n On pourrait trés bien avoid (wg, a) = m.
I('LUO,F) = @, I(’Uo,G) = (Z),I(’Ul,F) :(Z)
Les autres valeut§ vy, a), I (v, a), I(wg, G), I(vo, F), I(v1, G), ainsi que les valeurs
deg peuvent étre choisies indifferement.
On a avec un modele ainsi construit :

- (M, wo, g) F OF(a) A 0G(a)

— (M, wo, g) ¥ O(F(a) A G(a))

Donc (M, wo, g) ¥ [0F (a) A 0G(a)] = O(F(a) A G(a))
Et puisqu’il existe un contre-modele a cette formudeelle n'est pas vraie dans la
classe de tous les modéles :

EOF(a) N OG(a)] = O(F(a) A G(a))

6.2 ¥ UOJzF(x) — J20F(x)

Nous allons produire un contre-modéld = (S, I) pour cette formule. Il faut
montrer que .M, wo, g) ¥ O3z F(x) — Fz0F (x), ce qui revient a montrer que :

6.2.1 (M, wy,g)F OFxF(x)

1. dit que la dénotation dé&' doit étre non-vide dans chaque mondee IV, y
compris le monde actuely.
Nous allons stipuler :
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W = {wo, v1}
I(wo, F) # 0, (vl, F)#0

6.2.2 (M, wy,g) ¥ I20F(x)
2. dit qu’il n'y a pas d’individua dansD de fagon que

<M,w0,g(x/a)>|=DF(x) +
En d’autres termes, pour chaque individon a :
<M,’U_}0,Q(ZE/G)>%DF(IE) ++
Ce qui revient a dire que pour chaque individily a un mondev tel que

aé¢ (v, F)

6.2.3 Construction du mockle

W = {wo,v1} D = {n,m}
On construit notre modéle de cette facon
“Mwo, F) = {n} I(wn, F) = {m}

On observe que n'appartient pas (v, F'), etm n’appartient pas é(wy, F).
Les autres valeurs ne comptent pas.

6.3 FOdr(z =aANOF(2)) — F(a)

Montrons que cette formule est vraie dans chaque matiele- (S, T) ou I est
constante, c’est-a-dire que pour tous les mondesdansi¥, on a :

I(v,a) = I(w,a) (+)

En d'autres termes, on a un désignateur rigide : la valeur €& fixée pour tous les
mondes déV'.

6.3.1 [Emonstration par I'absurde

Supposons qu’on ait un modéld = (S, I') qui satisfait (+) et tel quéM, wy, g) ¥
OJx(z = a AOF () — F(a).
Donc
1. (M,wg, g) E 0x(z = a AOF(z))
et
2. <Maw05‘g>% F(a)
Par 1., il y a un monde tel que
3. (M,v,9) F Jz(xz =a AOF(z))
Soitm un individu dansD tel que

4. M,v,g(z/m)) E (x = a ANOF(x))

Donc :
5.m=1(v,a)
et

6. m € I(t, F') pour chaque dansiv.
En particulier :

M € I(w, F)
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Par2.,ona:
I(wo,a) ¢ I(wo, F)

Mais I(wg,a) = I(v,a), par 5. et le fait que est un désignateur rigide. Dome €
I(wo, F') etm ¢ I(wo, F'), ce qui est une contradiction.

6.4 Les formules de Barcan

6.4.1 FV20F(z) —» OVeF(x)

Supposons par I'absurde qu'il y a un modale = (S, I') et une assignation tels
que

2. (M, wo, g) ¥ OVzF(x)
Par 1., tout individun dansD est tel que

3. m € I(v, F) pour chaque dansiv.

Mais par 2., il y a urt dansiV et un individum dansD tel que :
m ¢ I(t, F)

Mais cela contredit 3.

La validité de la formule de Barcan est contre-intuitivett€ formule dit que si chaque
individu qui actuellement existe a la propritedans chaque monde possible, alors dans
chaque monde possible, chaque individu dans ce mondexlprapriétér’.

La validité de la formule de Barcan dans notre modeéle gmavdu fait que tous les
mondes ont le méme univers. S'il y avait plus d'individussldes autres mondes que
dans le monde actuel, alovsOF'(x) — OV F(z) ne serait pas valide.

6.42 EValdyy ==

L'hypothése d’'un seul univers commun & tous les mondeld’dend aussi vraie
cette formule. Cette formule dit que chaque individu exigteessairement.
Supposons, par I'absurde, gu’il y a un modalé = (S, I) et une assignation tels
que

(Mywo, ) EVaIyy =z
Donc il y a un individum dansD tel que
(M,v,g(z/m)) ¥ Iyy ==
Ce qui revient a dire que
(M,v,g(x/m)) EVyy #

Mais cela est impossible !
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6.5 F dz0A — UdzA

Cette formule est valide, et on le prouve par I'absurde.

Supposons gu'il existe un modéle = (S, I) et une assignationtels que
1. (M, wo,g) E3z0A
2. (M, wp,g) ¥ O3zA

1. est le cas si et seulement si il existeaua D tel que

<M,U}0,g($/a)> FOA
C’est-a-dire que dans tout mondes W, (M, v, g(x/a)) F A (+)

2. est le cas si et seulement si il existe un monde W tel que
(M,vy,g) # IzA

C'est-a-dire si qu'il n’existe pas de € D tel que(M, vy, g(z/m)) E A (++)
Or (+) et (++) se contredisent, puisqueend vraiA dans tout monde dé’.

6.5.1 Poree philosophique

La démonstration n’'empéche pas les objections phildsols : supposons que les
objets physiques soient nécessairement physiques. RaresgzP () semble vrai
quand on prend® commeeétre physiqueMais dans ce ca§)3zP(x) doit étre vrai,
et cela rend impossible I'existence de mondes ou aucurt algst physique. Pour
bloquer la validité de cette formule, il suffit qu’il y ait denondes qui contiennent
moins d’objets que le monde actuel.

En 6.4, on a vu que pour bloquer la validité des forumes dedaron a besoin de
mondes qui contiennent plus d’individus que le monde actuel
Cela nous suggeére qu'il existe des modeles de Kripkeeuwvariables.

6.5.2 Modktlea univers variables

On définit un systeme de la forme
S = <VV7 D7 Ea 'UJO)

Avec :
— W est un ensemble de mondes possibles
— D estun super-univers
— FE estune fonction qui associe a chaque mondansi? un universE(v) C D.
— wg est le monde actuel.
Intuitivement,E'(v) est 'ensemble des individus qui existent dans
La définition d'un modeleM = (S, I) reste la méme gu’auparavant. On définit

(M,w,g) F A
de la méme fagon qu’auparavant, sauf pour la clause
(M, w,g) EVzA <= pour chaque dansE(w) : (M,w, g(xz/a)) E A

Avec cette nouvelle semantique, on trouve des contreetesgour les formules
— VzOF(x) — OVx F(x)
— J20F(x) — O3z F(x)
— Etc.
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Chapitre 7

Completudes

7.1 Lalogique propositionnelle

7.1.1 Definition d’ensemble maximal consistant

Convention 38 | abbrege—(p — p), c’est le symbole de I'absurde, de ce qui est
toujours faux.

Définition 39 SoitT" un ensemble de formules.
I'estinconsistant <— T'k L
T'estconsistant <— Tk L
I'estmaximal <= pour chaque formulel du langage:A e 'ou—-A €T’
On rappelle qud’ 5. A veut dire, par @finition, qu'’il y a une liste finied;, Ao, ..., A,
de formules telle quéA;, As, ..., A, } I A. C'esta-dire qu'il existe une @rivation en
logique propositionnelléde A sous les hypo#isesa;, Ao, ..., A,,.

Fait 40 S'ily a une formuleA telle quel’ - A etI' - — A, alorsT" est inconsistante.

Théoreme 41 Soit A un ensemble consistant de formules. Il y a un enseilie
formules telle que :

1. T est maximal
2. T est consistant
3.ACT

Démonstration 42 La strag&gie de la preuve est la suivante :
— Nous allons mettre toutes les formules/leansr.
— Ensuite nous allons faire une liste infinie de toutes lemides du langage :
Ay, Ag, ...
— Pour chacune des formules de la liste, nous allons inclaresd' soit cette for-
mule, soit sa @gation, selon la consistance fe

Dans le cktail :

On liste d’abord toutes les formules du langagé;:, A, ....

On forme ensuite uneéquence infinidy, ', ..., ou chaque’; est un ensemble de
formules @fini par recurrence :

1. Etant donné que nous n’évoquerons que la logique pitipoelle dans cette section, on omettra
l'indice PL dels desormais.

35
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—-Ty=A
L I'yu{A,+1}  sicetensemble est consistant
LT T, U{-A4,41)  sinon.

Maintenant nous allons@montrer par ecurrence que chaqug obtenu de cette fagon
est consistant :

— I'y est consistant par hypodlse, cal’y = A etA est consistant.

— On supposé',, consistant, on doit montrer que,, ; I'est également. On a deux

facons de construir€,, ;1 :

1. T, =T, U{4,11}
2. T =T, U{-A4,41}siT, U{A,41} estinconsistant.

Dans le cas 1., la preuve est irediate :T",,,; est consistant.

Le cas 2. Bcessite uneéductiona I'absurde : supposons que,; n'est pas

consistant, c’est-direl’,, U {—A,, 11} F L.

Par définition, ily ades formuled, A,, ... telles que( A1, Ao, ..., Ay, —Apia1 b F

12

Par le treoreme de dduction :{ Ay, As, ..., A} F A1 — L.

Commd’,, U{A, 1} estinconsistant, on montre par un raisonnement similaire

sur{Bi,...,B,} CT,que{B;,...,B,} F A,41 — L.

On adonc:

Al,...,An H ﬁAn_Q_l — L Bly---an = An+1 — L
Ay, ..,An.B1,...Bn F L

On obtient cette @rivation en utilisant le fait que pour toute formule, y camp

An+1,0naletiersexclul- A, +1V—-A,41.0Orici, quelonaitA,, 1 ou—A, 1,

I',, nous permets deédiver 'absurde. Puisquely, ..., A, By, ..., B, C T, et

Ay, ...,An, B1,...,B, - 1L,onal', - L, c'esta-dire quel’,, est inconsistant,

ce qui contredit notre hypo#se.
On vient de montrer que chaque membré'gdee la £quencd’y, I'y, ... est consistant.
On c&finitl’ comme l'unionde tous 1ds; : I' = {4 : A € T; pouri € N}.
Maintenant :

1. A C T estévident.
2. I est consistant. Supposons, par I'absurde, ue L. Par céfinition, il y a

Ay, ..., A, dansT tels que{ A, ..., A, } F L.

Soitl'y4,,...,I'4, les ensembles de formules auxquéls..., A,, appartiennent

respectivement. Donc il exisIg tel quel',,...,I'y,, € T';. DoncI’; - L, une

contradiction.

3. ll estévident qud® est maximal, car pour chaque formufedu langageA € T’
ou—AeTl

T" est donc la collection maximalement consistante agsaci\.

Lemme 43 SoitI" un ensemble de formules maximalement consistant.

1. Pour chaque formulel du langage, on &1 € I"' ou—A € I', mais en aucun cas
les deux.

2. (A— B) eT'sietseulementsi ¢ TouB €T.

Démonstration 44  — 1. est vrai de fagoBvidente par le thoreme 41.

2. Laprésence de A, estici nécessaire, car on sait par hypothese{gqug As, ..., A, } est consis-
tant, car{ A1, Az, ..., Ap} = T'n.
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— Pour 2., on prouve d'abord que
*(A — B) e T"implique qued ¢ T' ouB € I'. Supposons qued — B) € T,
etqued €T, B¢ T.Onadonc:
r-A-—-=B r=A
'+ B
Or puisqueB ¢ T, par la maximalié del’, =B € T'. Or on vient de montrer que
I'F B, onétablitici quel’ - =B, doncI' F L, ce qui est une contradiction.
*Ensuite on montre qué ¢ I"ou B € I'implique(A — B) € I'. Supposons que
A¢TouBeTl, mais(A — B) ¢ I'. Par lamaximalié del’, =(4A — B) ¢ T.
En logique propositionnelle, il est facile de montrer quersial' - =(A — B),
onaaussi'+ Aetl' - -B.Oronasupposqued ¢ TouB €I.SiB €T,
onal F B, doncT + L, une contradiction. SA ¢ T', par maximalié deT’,
—-A eT.DoncI' F —A4, ce qui, aved" - A, donnel' - L, une contradiction.

(— élim)

7.1.2 Lacompktude de la logigue propositionnelle.
Théoreme 45 Sik A, alorst- A.

Pour montrer cela, on a besoin du

Lemme 46 Si¥ A, alors{—A} est consistante.

Démonstration 47 Supposong A et{—A} estinconsistant. Formellemen{-A} +
L. Par le treoreme de @duction}- -A — 1, c'esta-dire -A — —(p — p). Cela
estéquivalenat (p — p) — A, etcomme on & p — p, on at A, ce qui contredit
¥ A.

Démonstration 48 (La preuve de la comptude) On la cemontre en prouvant sa contra-
pose, qui est

Si¥ A, alors¥ A.

On suppose que A et on construit une interf@tation qui assigné A la valeur F'
(Faux).
Comme{—A} est consistante (voir 46), le&oreme pedcedent (voir 41) dit qu'il y a
un ensemblé& tel que

1. T est maximal

2. I" est consistant

3. {-A} CT
On construit maintenant l'interg@atation suivante :
Pour chaque atome (symbole propositionnel atomique) dgdga,p, on stipule :

Vip)=T3+= peTl

On montre que pour chaque formufedu langage :

V(A)=T < AeTl (+)
Comme—A € T, il suit queV(—-A4) = T, et doncV(A) = F, ce qui prouve le
théoreme de comptude.

Démonstration 49 (+) On montre (+) par induction sur la complegitles formules.

3. T signifie Trug, c’est-a-direVrai. Autrement dit, la valeur de vérité geest iciVrai.
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— SiA est unénoné& atomique, c’esk-dire de comg#xite minimale, (+) est le cas
par définition deV’.

— Supposons quB verifieV(B) =T <= B € T Il nous faut @montrer que
(+) est le cas pour toute sur-formulé de B. On doit traiter ce prokkme par

cas:
1. SiA =: -B, alors:
V(-B)=T < V(B)=F
< B¢T
<— -Bel
2. SiIA=:BAC,alors:
V(IBANC)=T < V[=(BAC)] =
<~ [(BAC)]¢T
<~ (BAC)eT
3. SiA=:B — C,alors:
VIB—-C)=T < V[~(B—>C)] =
— [F(B—~C)¢T
<~ (B—=C)el
4, SiA=: BV (C,alors:
V(IBvVC)=T < V[~(BVC)] =
— [(BVv(C)]¢T
<~ (BvV(C)eT

F

F

F

Puisqu’une formule, en logique propositionnelle, ne pauiapour connecteur
principal que—, v, —,A, toute surformule de3 vérifie (+), et par induction,
toute formule du langagegvifie (+).

7.2 Lacompktude de la logigue modale

SoitX un systeme modal. On va construiremnckle canoniqué/s, tel que :
Si A est valide dand/y, My, E A, alorsA est un théoréme dg, 5, A. *

On va ensuite employer (*) pour donner une preuve de conngidétle la facon sui-
vante :

Pour K , supposons que le modéle canoniquédell i soit un modele de Kripke.
Soit A une formule modale qui est vraie dans tous les modeles ¢k&rAlors
A est valide dans le modele canonigug;. Donc, par (*),A est un théoréme de
K.

Pour T Supposons qu’on puisse montrer que le modéle canoniqoeiasal systeme
T, M, esttel que la relation d’accessibilité est réflexive.
Soit A une formule valide dans la classe des modéles ou la reldtacessibi-
lité est réflexive. Doncl va étre valide dans/r. Par (*), A est un théoreme de
T,k A.

Il en est de néme pour les autres sysimes.
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7.2.1 Difficultés par rapport a la logique propositionnelle

Dans le cas de la logique propositionnelle, on passe pattiamte constante, qui
dépend de la notion de prouvabilitg), Dans le cas de la logique modale, on a besoin
d’une notion semblable pour chaque systeme modal.

Il'y a une autre complication : dans le cas de la logique pritiposelle, on ala relation
'k, A. On n’a pas cette notion dans le cas de la logique modale. @mpdoyer une
notion plus restreinte.

Définition 50 (La X-prouvabilit & et laX-constance.) Soien un systme modal (c’est-
a-dire K, T, S4, S5); une collection de formules, ¢t une formule.
— I" dérive A dans le sygtimeX, ' A < il y a une liste finied,, ..., A,, dans
I telle que K(A1 A ... AN A,) — A
— I" estX-consistant T' iz L.
— I" estX-consistant T L. (On rappelle quel est—(p — p)).

7.2.2 Le mockle canonique

Définition 51 Soit> un systme modal. Le made canoniquel/y, assoce a X est
My, = (W, R, V) tel que
— W estI'ensemble de tous les ensemlbles
1. T" estX-consistant
2. T" est maximal

— Pour chaquew, w’ dansi :
Ruww' <= {B:0OBe€w} Cuw
— Pour chaque symbole atomiquet chaque monde possihles W
veV(p) < pev

» Chagque ensembléqui est maximalement consistant est un monde possiblelifans
En plus,IV est la collection déousles ensembles consistants et maximaux.
* Par la relation d’accessibilité :

On raisonne de la fagon suivante :

1. On fait une liste avec toutes les formulesude

2. On selectionne dans la liste seulement les formules guoieencent pal.
3. On enleve la boite de cette formule4 devientA).

4. Sila collection des formules qui restent se trouve delnglors on aRww'.
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Exemple 52 1. w = {p — ¢, O~q, -Op, O0(p — Op}, w’ = {—¢, O(p — Op),
OOp}

2. {O0-¢,00(p — Op)}
3. {=¢,0(p — Op} = C
4. C C w', doncRww’

La construction du modéle canonique ne dit rien sur laigelad’accessibilité (si elle
est réflexive, sériale, etc.). Par conséquent, il n’astgenant que le modele canonique
My, soit un modele pouX (i.e. My, E ¥).Cela est le cas de toutes fagons, comme nous
allons le voir.

Nous observons que pour les énoncés atomiguesst vrai dans le monde (Mx, w E

p) Si et seulement gi appartient av. Comme dans le cas de la logique prépositionnelle,
on va montrer que cette propriété est vraie pour tout foemu

Comme dans le cas de la logique propositionnelle, on comeearcprouver quelques
propriétés des ensembles des formules qui sont maxinealeconsistants. Le résultat
principal est :

Théoreme 53 Soit A un ensemble de formule4, estX-consistant et maximal. Alors
il y a un ensemble de formulés:

1. I" estX-maximal

2. I" estX-consistant

3. ACT.

Démonstration 54 Elle est similaire au thoremeéquivalent en logique proposition-
nelle, (voir 42).

Lemme 55 SoitI" un ensemble de formulésconsistant et maximal. On a :
1. Pour chaque formuld, on a exactement une possil@lientreA € I'et—-A4 € T’
2. Si(A—B)eT,alorsA¢TouBeTl
3. SikA,alorsAeT
4. Sik A — Betk A, alorsk B

Lemme 56 Soit A consistant et maximal. Si la formuldJA € A, alors il y a un
ensembld’ :

1. T" estX-consistant et maximal
2. -Ael
3.{B:O0BeA}CT.

7.2.3 \rité dans un moele canonique

Théoreme 57 SoitY un syseme modal (K, T, D, S4, S5)&fy; son moéle canonique,
My, = (W, R, V). Pour chaquev € W, chaque formule4, on a :

Ms,wEA < Acw

Démonstration 58 Par induction sur la complexétdeA :
— Si A est un symbole propositionng| cela est vrai par la éfinition : v €
V(p) <= pew.
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— Si A estB, supposons qué/s,w E CB. Donc pour chaquey’ € W, si
Ruww’, alors Ms,w' E B.
Par I'hypothese d’induction, pour chaque’, si Rww’, alors B € w'. Suppo-
sons, par éductiona I'absurde, queJB ¢ w. Par le lemme il y a un mode
possiblewx tel que—B € w=x. En plus,{B : OB € w} C wx. Donc par la
définition deR, on a Rwwx*. Donc on doit avoirB € w+. Mais wx contient
aussi— B, ce qui contredit la consistance dex.
Pour I'autre direction, supposons queA € w. Afin de montrer qué/s, w F
04, soitw’ tel que Rww'. Par la définition deR, {B : OB € w} C w'.
CommedJA € w, A € w'. Donc par I'hypotlese d’induction My, w' & A,
alors My, w E OA.

Corollaire 59 Si A est valide dans le méte canoniquel/y, assocé au systmey:,
alorsk A. EneffetMys E A <— kKA.

Démonstration 60 Soit My, = (W, R, V) le modtle canonique assaea Y. Suppo-
sons ques A. Par le lemme,A € X, pour chaque ensemble maxinalconsistant
T", donc A appartienta chague monde possiblec W. Par le theoreme pecedent,
Ms,v E Adans chaque € W, doncMsy F A.

Pour l'autre direction, supposons qieA. Donc{—A} est¥-consistant! Doncil y a
un ensembl& maximal et:-consistant tel qug—A} C T, c'esta-dire—A € I, T

vu ici comme un monde possihle Par le treoreme pécédent, My, w E —A, donc
My, E —A.

4. Supposons qué—A} ne soit past-consistant. Alors{—A} s L, doncts{—A} — L, ce qui est
équivalent & A et donne une contradiction.
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Chapitre 8

Les argumentsslingshot

8.1 Préesentation technique dd x

8.1.1 Syntaxe

On étend les langages du premier ordre avecddssriptions éfinies On veut
pouvoir traiter des expressions comme :

Le pére de Bush
Le roi de France

On introduit un nouveau symbole; pour I'expressiorx le ». Il se combine avec des
prédicats pour former des noms :

le chat
le roi

Du point de vue formel;z se combine avec des formulé$x) pour former urterme:
izA(x)
qui signifie :le seulx qui a la propriét A.

Exemple 61 On symbolise ainsi I'expression Le fermier qui a saguelqu’urpar :

iz(F(x) A JyS(z,y))

Le prédicat F(x) d’ari€ un signifiant« x est fermier-et S(x, y) d'arié deux signifie
«Xasaueys.

Extension de la cfinition de terme

On obtient alors une extension du langage du premier ordrel définit ainsi les
termes :

— chaque constante individuelle est un terme

— chaque variable est un terme

— si A est une formule, alorge A est un terme

43
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8.1.2 Smantique

Du point de vue sémantique, il y a quelques complicationpp8sons qu&” sym-
bolise le prédicat binaire le roi deseta <« les U.S.A.». La question est quelle est
l'interprétation de

icKxa

Il'y a deux cas qui posent probleme : si il n'y a pas d'indivéans I'univers qui satis-

fait Kza et si plusieurs objets satisfohAtza.

Pour le premier cas, on tranche en affirmant que chaque éraomique qui contient

une description définie vide est fausse. Une fagcon de éddit d’inclure dans chaque
modele une entité qui est I'objet vide, en dehors de I'arsv

On a alors les modelest = (D, I,e):
— D estl'univers du modeéle
— I est la fonction d’interprétation qui associe a chaquelsymR une relation
I(R) dansD™, n étant l'arité deR.
— I(c) € D pour chaque constante individuetle
—e¢ D.

On ajoute une assignatigrpour les variables. La valeur sémantique d’un tetrdans
M selong, t™-9, est définie comme suit :

g(x) sit est la variabler
Mg I(c) sit est la constante
") l'uniguew € D sitestizA tel que{M, g(z/a)) F A
e siil n'y a pas d'objet unique dan® qui satisfait la clause précédente.

Plus simplement : la désignation tieA dansM est I'unique objet qui satisfait si il
y a un tel objet, autrement elle est
Autrement dit, chaque fois qu’on a un seul individgui satisfait

(M, g(z/u)) F A
on a(izA)M-9 est lindividuu.

Exemple 62 Soit M = (D, V, e) un moetle adapé a un langagel du premier ordre
qui contient une constante individuellet un symbole de pdicat unaire & une place)
P.

D ={0,1,2} V(1)={1} V(P)={1,2} Soitg une assignation arbitraire, on
aalors:

(M, g(x/1)) Fx =1
(M, g(z/1)) F P(x)

Etant don@ que :
(M, g(z/1)) E P(z) et(M, g(z/2)) F P(x)

ona:
(izP(z))™9 este

Mais 1 est le seul individa satisfaire
(M, g(x/1)) F (z =1AP(z))
Donc: (iz(z = 1 A P(x)))9 estl.
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8.1.3 Equivalence logique del(a) eta = iz(x = a A A(x))

Nous allons maintenant montrer que les formwulés) eta = iz(x = a A A(z))
sont logiqguement équivalentes.
Soit g une assignation arbitraire.

Démonstration 63 A(a) — a = iz(x = a A A(z))) SupposonéM, g) E A(a).
Dans la logique du premier ordre on a le&breme suivant :

M, g) F Ala) <= (M, g(x/I(a))) F Az)

Donc (M. g(z/1(a))) F A(x)
Puisquel (a) est le seul individ@ satisfaire cette formule, on a :

[ix(x = a A A(x))M9 estl(a).
Mais dans ce cas on a aussi :

(M, g)Fa=ix(zr=aNA(x))
Démonstration 64 @ = iz(x = a A A(z)) — A(a)) On suppose qUEM, g) F a =
iz(x = a N Az)).
Doncliz(z = a A A(z)]M:9 estl(a).
Donc(M, g(xz/I(a))) F x = a A A(a), ce quiimplique

(M, g(z/I(a))) F Az)

Et par le trtoreme mentionaplus hauton a :

(M, g) F A(a)

8.1.4 Corolaire de I'equivalence logique

SoientA(a) et B(a) deux formules qui contiennent la constante individuelle
Si A(a) et B(a) sont vraies, alors les termes

iz(x =a N A(z)) etiz(z = a A B(z))

désignent le méme individu.

Démonstration 65 On cherché demonstrer que siM, g) F A(a) et(M, g) E B(a),
alors[iz(x = a) A A(x)]|M9 = [ix(x = a) A B(x)]M9.
On suppose que
1. (M, g) F A(a)
2. (M, g) F B(a)
Par le theoreme mention&on a alors
3. M, g(x/I(a))) F A(z)
4. (M, g(z/I(a))) F B(x)
Donc
5. M,g(z/I(a))) Fx=an A(z)
6. (M, g(z/I(a))) Ex=aA B(x)
En effet,I(a) est le seul individu qui satisfait 5. et 6. .
Donc :[iz(z = a) A A(z)]*9 = I(a) = [iz(z = a) A B(x)]M9.
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8.2 Leslingshotde Godel

8.2.1 Les arguments emplogs

Le slingshotde Godel emploie les arguments suivants :

— SCR! : SiI'enoncéA correspond au faif alors 'enoncéd’ obtenu deA par la
substitution d’'un terme coréférentiel correspond aaadait f.

— SLE? : Deux énoncés logiquement équivalents correspondemigane fait.

On a vu que les deux faits suivants sont valides :

— (F1): A(a) eta = iz(z = a A A(x)) sont logiguement équivalents pour tout
énoncéA qui contient la constanie

— (F2): Si A(a) et B(a) sont vrais, alorsz(z = a A A(x)) etiz(z = a A B(z))
désignent le méme individu.

8.2.2 Leslingshot

Supposons qu&'(a), a # b etG(b) sont trois énonceés vrais.

1. F(a) correspond au faif; . Prémisse
2. a # b correspond au faifs. Prémisse
3. G(b) correspond au faifs. Prémisse
4. a = iz(x = a A F(x)) correspond au faif; . (1, SLE)
5. a =iz(z = a A x # b) correspond au faifs. (2, SLE)
6. a = iz(x = a A x # b) correspond au faif; . (5, 4, SCR)

Donc, par 5. et 6.f1 = f5.

Exercice 66 Démontrez qugs = fs.

8.3 Largument de Church

8.3.1 Les outils emplogs

On emploie une extension d'un langage du premier ordre &vee A(x)} qui
dénote la classe des entités qui ont la propuété
On présuppose :
— (SCRY): la substitution des termes coréférentiels, défini cenprécédemment.
— (SLE): deux énoncés qui sont logiquement équivalents désigle méme fait,
la mé&me proposition.
Deux observations sont essentielles dans la preuve :
— Ol:Aet{x: 2 =2 A A} ={z: 2z =z} sontlogiquement équivalents.
— 02: chaque fois que les énoncéset B sont vrais, les descriptions
{r:x=2NA} et {z:z=azxAB} définissentla méme classe.

1. Enfrancais : Substitution des Termes Coréférentiels
2. Enfrancais : Substitution des Equivalences Logiques
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Rappel de la notion de classe.

Afin de montreiO1, on rappelle quelques faits élementaires :
— {z : = > 0} définit (dans I'univers des nombres naturels) la clddse, 3,4, ...}.

— {z: a2 =1} designe{1}.

— {z: x # z} désignd).

— {z : 2 = 2} désigne la classe universelle (tout l'univers).
Donc{z : z = x} et{z : 2 = 2} désignent la méme classe.
Démonstration deO1

Supposons quél soit un énoncé vrai. Alors le termler : © = « A A} désigne
l'univers, c’est-a-dire la méme classe dque: « = =}. Donc :

{zro=cnNA}={z:z=2a} (+)

Dans l'autre direction, supposons que (+) soit vrali, ilestént qued doit étre vraie !

Démonstration deO2

CommeA est vraie{z : © = x A A} désigne la classe universelle, et il en est de
méme poufz : © = x A B}.

8.3.2 Largument du slingshotde Church et Davidson

1. A Prémisse
2. B Prémisse
3. A correspond au faif; . Prémisse
4. {z:x=aNA}={x: 2=z} correspond au faif; . (3, SLE)
5. {z:2 =2 A B} ={z: 2=z} correspond au faif; . (4, SCR)
6. B correspond au faif;. (5, 2, SLE)

Donc par la conclusiod et B correspondent au méme fait.

8.4 Quine

8.4.1 Les outils de Quine
On définitdp :

dp:iz[(x=1Ap)V (z =0A—p))

L'observation 5 et sa monstration

O5: p etdp sont logiquement équivalents.

La vérité dep implique celle dedp Supposons qug soit vrai. Donc le disjoint
(x=1Ap)

est satisfait pour un seul objet, la dénotatioidBonciz[(z = 1 Ap)V (x = 0A—p)]
est vrai.
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La vériteé dedp implique celle dep Supposons quép = 1, alors la dénotation de
iz[(x =1Ap)V (z =0A —p)]
doit &tre la dénotation de Mais dans ce cas, il doit y avoir un seul objet qui satisfait
z=1Ap

et doncp doit &tre vrai.

L'observation 6 et sa cemonstration

06: chaque fois quel et B sont vrais, aloré A et§ B désignent le méme individu.

Cela se voit de la fagon suivante :

Supposons qud et B soient vraies.

JA=iz[(x=1NA)V (x=0A-A)] (a)
0B =:iz[(x =1AB)V (z =0A-B)] (b)
CommeA et B sont vrais, le disjoinfz = 1 A A) est satisfait par exactement un seul
individu (la dénotation dé&). La méme chose vaut pour = 1 A B).

Donc la dénotation déa) est identique a celle d@) : elles sont toutes les deux la
dénotation dd.

8.4.2 Leslingshotde Quine

1. A Prémisse
2. B Prémisse
3. 0A Prémisse
4. 000A=1) (3, SLE)
5. 5A =B (1, 2, 06)
6. (0B =1) (4,5)
7. 0B (6, SLE)

On constate que I'argument de Quine prouve en faitlquesst un opératelextention-
nel: & partir de la prémis<é A et du fait qued et B soient matériellement équivalents,
on en conclufdB.



Chapitre 9

Exercices

9.1 Exercices sur la logique modale propositionnelle

9.1.1 Validite dans un monde, validieé dans un mocale

Soient :
- L=p,q,r
- M = (W, P) avec
- W= {wl,wg,w3,w4}
— P(p) = {w1, w2, w3, ws }
(q) = {w1, w2}
r)

- P
- P(r) = {w2, w3}

Exercice de logique propositionnelle

Montrez de facon détaillée que :
1. MiwiEr—p

2. Mywa E(gNAT)Vp

3. M,wskE(gVr)Ap

4. M,ws F —q

Exercice de logiqgue modale propositionnelle

Démontrez que :
1. MEDOp

2. ME O—r

3. MEO([r —p)
4. MEO(gAT)
5. M#Orv Oo—p

9.1.2 Validité d'une formule

Dites a quelle condition une formule est valide et proueezlidité de celles-ci :
1.FOA— 0A

49
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2. FOA- A
3. FA—-O0A
4. F0A - 0O0OA
5 FE0A = 1T0A

Solution pout= 0JA — QA .

Soit M = (W, P) etw un monde dan¥/. On applique la clause

M,wkEA— B<+<= SiM,wE AalorsM,wF B

Supposons qué/,w F [JA. Donc, par la clause pourA : M,w' E A, pour
chaquew’ dansW.

En particulier,M, w’ £ A, pour au moins um’ dansiv.

Donc, par la clause pogrA : M, w E QA.

9.2 Exercices sur la logique du premier ordre

Soient :
- L={"m’ s F' A% E?}
- M= (D,I),avec:
— D = {Céclile, Maria, Susip
— I(c) = {Cécile}

— I(m) = {Maria}

— I(s) = {Susig

— I(F) = {Cécile, Maria, Susié

— I(A) = {(Cécile, Maria, (Maria, Susi¢}

— I(E) = {(Maria, Susig, (Maria, Cécile}

1. Trouvez une structur®! et une assignationtelle queM £ A(c, m)AJzE(x, s)A
Vy(F(y))

2. Montrez queM E (Vz z # m — E(m,x))

3. Trouvez une assignatigrtelle queM E F(x) A A(e,z) A E(x,¢)

4. Montrez qu'il n’existe pas d’assignation telle ¢ = A(z,y) A E(x,y) Ax #
m. Concluez M ¥ A(z,y) N E(x,y) Az # m.

5. Montrez queM E VaVy(E(z,y) — © # y).

9.3 Le Systeme de Carnap

9.3.1 Quelques @rités logiques

En vous placant dans le systeme de Carnap, en vous dotanbd’de plusieurs
états descriptif$ et d’assignation(s), démontrez les vérités logiques suivantes :

1L.FOA+FA

2. Ft=t

3. EVaVy(z =y — O(x =y))
4. EVavy(x #y — Oz # y))
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Les points 3 et 4 indiquent que la nécessité logique nastgpnécessité analytique.
On peut les démontrer a l'aide de contre-exemples : pré@gzas ou = y et pourtant
il n’est pas obligatoire que soit égal &y, c'est a dire gqu'il existe des étatsou ca
n'est pas le cas.

9.3.2 Les formules de Barcan

Les formules de Barcan sont les suivantes :

— ¢ =Va2UOA(z) — OVz A(x)

— ¢ =0OVeA(z) - VzOA(x)

1. Montrez que les formules de Barcan ne sont pas valideslaafeasse de struc-
turesS5 de Kripke. C'est-a-dire trouvez des structufest S’ telles queS ¥ ¢
ets’ ¥ .

2. Quelles sont les liberté s que I'on pourrait prendre ppport aux regles d&5
pour rendrep ety valides dans la classe des structuségle Kripke ?

Solution pour (1).
SoitM = (S,I), avecS = (W, D, R, E,wy), OU :

- W = {wp, w}
— D ={a,b}
— woRw

— E(wo) = {a}, E(w) = {a, b}
On specifie maintenatrit:

(P,wo) = {a}, I(P,w) = {a}
On va montrer que pour chaque assignatiam a :
M, wq, g ¥ V2eOP(z) — OV P(x)

On aM,wy, g F V2OP(x), car (i) M, wo, g(x/a) E OP(x).

Afin de montrer (i) il faut montrer qué/, w, g(z/a) E P(z), ce qui revient a
montrer quer?9(=/9) ¢ 1(P, w).

Mais 2M-9(#/%) = g et I(P,w) = {a}.

De l'autre cote, on observe qud, wg, g ¥ OVzP(z). Cela se voit de la maniere
suivante :

Supposons qué/, wy, g F OVzP(z). Alors M,v,g E VaxP(z) pour chaquey
accessible deyg.

Commeuw est accessible de, on doit avoirM, w, g F Ve P(z).

En d'autres termes, on doit avald, w, g(z,a) F P(x) et M, w, g(z,b) E P(z).
Cela revient &z-9(=/9) ¢ [(P,w), donca € {a} 2M9@/Y ¢ [(P w), donc
b € {a} Mais la derniere assertion est fausse. On a finit de montreiMjuvg, g ¥
VeOP(z) — OVaP(x).

9.3.3 Necessity of identicals

Montrez la validité des formules suivantes£h:
1 VaVy(z =y - Oz =y))
2.¢c=d—-0(c=4d
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Chapitre 10

Bissimulation

Fixons deux modeles
M= (W,R,V) et M* = (W* R* V*)

pour un langage modal propositionnel. Les monde8§idseront notésv, v, wy, etc.,
ceux delW*, s*, t*, u*, etc.
Nous conserverons cette notation pour le reste de ce ohapitr

Définition 67 Une bissimulation entre\l et M* est une relation binaire (née=)
entreW etW* (donc=C W x W*) telle que pour chaque € W ets* € W*, ona:

a) w ets* satisfont les rdmes formules atomiquesM, w) E p; < (M*,s*) Ep,.
w=s*= < b)SiR(w,v),alorsilyat* € W* tel queR*(s*,t*) etv = t*

c) SiR*(s*,t*), alorsily av € W tel queR(w, v) etv = s*.

Exemple 68 On fixe les deux structures d’uréme langage de la fagcon suivante :
M= (W,R,V) ,avec

- W =A{w,v}
- R = {{w,v), (w,w), (v,v)}
- V(p) = {w}

M* = (W* R* V*) ,avec
W= ()
- R = {<5*a5*>a <S*7t*>a <S*7u*>7 <t*7U*>v <t*7t*>a <U*7U*>}
- V*(p) ={s"}

53
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BISSIMULATION
-------------- . S* ! ' '..
fig :
.. ;
t* R* :
R*
v y
------------- o@R

La relation== {(w, s*), (v, t*), (v, u*)} est une bissimulation.
D’abord on \&rifie que les mondes en relation par la bissimulatiénifient les

mémes formules atomiques :

- (M w) Epet{(M* s*) Ep, carw € V(p) ets* € V*(p)

— (M, v) E pet(M* t*) ¥ p,carv ¢ V(p) ett* ¢ V*(p)

— (M, v) E pet(M* u*) ¥ p,carv ¢ V(p) etu* ¢ V*(p)

Ensuite on @rifie la propriete b) de laDéfinition 67 :
— w = s* et R(w,w), de nemeR*(s*, s*) ets* = w.
w = s* etR(w,v), de nemeR*(s*,t*) ett* = v.
v =t* etR(v,v), de némeR*(t*,t*) ett* = v.

— v =u* etR(v,v), de némeR*(u*,u*) etu* = v.
Enfin on \&rifie la propriété c) :

— s* =wetR*(s*, s*), de netmeR(w, w) etw = s*.
s* = wetR*(s*,t*), de nemeR(w, v) etv = t*.
s* = w etR*(s*,u*), de némeR(w, v) etv = u*.
* = v et R*(t*, t*), de nemeR (v, v) etv = t*.

— t* =vetR*(t*,u*), de némeR(v,v) etv = u*.
— u* =vetR*(u*,u*), de némeR(v,v) etv = u*.

Exercice 69 ¢ est la seule proposition de notre langageet on a par ailleurs :

la structure M telle que :
- M= (W,R,V)
— AvecW = {1,2,3,4,5}

- R ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (1,2), (1, 3), (1,4), (1,5), (3,5), (2,4)}

- Vig) ={2,3,4,5}.

la structure M* telle que:
- M= (W RV
— AveclV* = {a,b, ¢, d}

- R ={{a,a),(b,b),{c,c),(d,d),(a,b), {a, ), (a,d), (b,d), {c,d)}

- V*(Q) = {b7 = d}'

1. Tracez un séma repésentant les relations entre les monde$idet les mondes

deW*.
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2. Verifiez que== {(1,a), (2,b), (3,¢), {4,d), (5,d)} est une bissimulation entre
M et M*.

3. Existe-t-il d’autres bissimulations entfef et M* ? Si oui, lesquelles ?

Théoréme 70 (de bissimulation)SoientM = (W, R,V) et M* = (W*, R*,V*)
deux modles du rBme langage moddl. Si= est une bissimulation enti&! et M*,
alors pour toutw € W, s* € W* et pour toute formulel de L :

w=s* = [(M,w)E A <= (M*, s*) E A

Démonstration 71 La demonstration se fait par induction sur la longueur des for-
mules. L’hypotBse d’induction est que pour chaquee W, s* € W* et formuleB
de complex& moindre qued, on a:

w=s* = [(M,w) E B < (M* s*)F B]
Si A est atomique Supposons que = s*, alors
(M,w) E p; < (M* s*)Ep;

est valide en vertu de la profiate a) de la bissimulation.

Si A estOB Supposons que = s* et (M, w) E OB. Par définition des conditions
de validie de, ily av € W tel queR(w, v) et (M, v) E B.
Par la propriéte b), il y a unt* € W* tel queR*(s*,t*) ett* = v. PuisqueB
est de complex@moindre queé) B, et quet* = v, on peut appliquer 'hypotise
d’inductioneton a:

(M) EB <— (M* t*YE B

Donc{M*,t*) E B etétant doni queR*(s*,t*), on a{M*, s*) F OB.
Démontrer quelM™, s™) = OB implique que(M, v) = OB se fait de fagon
analogue.

SiAdestBAC Si(M,w) E BAC,alors (M,w) F Bet{M,w) E C, car il est
toujours possible @&liminer la conjonction.
Siw = s*, alors par hypotkse d’'induction, puisqu8 et C' sont de complexét
moindre qued, (M*, s*) E B et(M*, s*) F C. Par introduction de la conjonc-
tion, on obtient M*, s*) E B A C.

La déemonstration avec les autres connecteurs logiqwes, [, V, 3) est lais€e au
lecteur.

Exercice 72V (p) = {wy, w2}, V*(p) = {4}.
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1. Décrivez les structuredt = (W, R,V) et M* = (W*, R*,V*) en langage
ensembliste.

2. \Erifier que= est bien une bissimulation entref et M*.
3. Existe-t-il d’autres bissimulation entre ces strucgPeSi oui, lesquelles ?

Définition 73 On dit qu’'une formule modald définit une propréete O de la relation
d’accessibilie si pour chague made M = (W, R, V), on a

ME A <= Ralapropriet O.
Rappel 74 M E A <— (M, w) E A pour chaquav € W.
Théoréme 7511 n’y a aucune formule modale quidinit I'irreflexivite?.

Démonstration 76 On montre gacea la methode de bissimulation qu’il n’existe pas
de formule modalel telle que pour chaque méte on a

ME A < R estirréflexive.

Supposons, par I'absurde, qu'il y a une formulequi remplisse cette condition.
SoitM = (W, R, V) ou
- W ={w}
- R ={(w,w)}
— V estindiferent.
Etant don® queR(w, w), on doit avoir(M, w) ¥ A.
SoitM* = (W* R*,V*) ou
- W ={s*t*}
- R*= {<S*at*>7 <t*75*>}
_vr— { W*siV(p;) = {w}
Tl OsiVip) =0
Puisqu'on a-R*(s*, s*), on a{M*, s*) E A. On a de @me—-R*(t*,t*), donc
(M*,t*) E A, eton en éduit queM™* E A.

1. LarelationR est irréflexive si et seulement\giv € W —Rww
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La relation== {(w, s*), (w,t*)} C W x W*, est une bissimulation entret et M*.

Puisqu'on aw = t* etw = s*, par le thtoréme 70 de bissimulation, on doit avoir
pour toute formule” : (M*,s*) EC <= (M,w) EC <= (M* t*)EC.
Oronavu queM* £ A et M ¥ A. De cette contradiction on conclut que la formule
A qui définit I'irr éflexivié n’existe pas.

Exercice 77 Démontrez que la relatiore= {(w, s*), (w,t*)} de la cemonstration
préctdente est bien une bissimulation entreet M*.
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Chapitre 11

La semantique de Kripke pour
la logigue intuitioniste

On a pensé a la notion de vérité logique comawerité dans n’importe quelle
situation=. Mais pour les intuitionistes il s’agit plutot de la protiité dans n'importe
guelle situation. Les modeles de Kriple sont utiles pourrder une interprétation aux
calcul intuitioniste. L'idée que I'on va déveloper estamcevoir les mondes possibles
dansi¥ comme des étapes dans la construction de preuves. Parlexghipw) E A
sera desormais interprété comrda formule A a été prouvée au stage, a I'étape-

Nous allons traiten etV comme des connecteurs primitifs. Un modele intuitioniste
de Kripke & la formeM = (W, R, V') ou

— W est un ensemble de mondes possibleproof stages).

— R C W xW estune réflexive, transitive et se conforme au principéMj w) F

p et R(w,w’), alors{M, w’) E p pour chagque symbole propositionpel
— la fonctionV de valuation associe a chaque symbole atomjgua ensemble
V(p) de mondes d&/. On a:
- {M,w)Ep < weV(p)
- Mwy)FAANB — (M,w)EF Aet(M,w)F B
(M,w> FAVB < (M,w)E Aou(M,w) FE B
- (M,w) E -A <= pourchaquey’ € W, si R(w,w’), alors(M,w’) ¥ A
- (M,w) F A— B <= pourchaques’ € W, si R(w,w’), alors{(M, w’) ¥
Aou(M,w') E B.
On observe que et— se comporte plutdt comme des modalités. Intuitivemdratgoe
membre déV est une étape possible dans la construction d’'une preutiematique.
Chaquew est associé avec un ensemble de preuves : les preuves que I'on aurait
construites si I'on était parvenus a I'étage La relation d’accessibilit& représente
les étapes qui sont compatibles du point de vue de I'étageaat.

Dans la logique intuitioniste :

— une preuve deA montre qued mene a une contradiction

— une preuve ddl A B est une preuve dd et une preuve d&

— une preuve dél — B est une construction qui convertit chaque preuveldms

une preuve de3.
On voit maintenant que ces clauses inspirent les clausesrgiues :

— A et B est prouve a I'étage si et seulement sil est prouvé a I'étage et B

aussi.
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— Une preuve de A est une preuve qué mene a une contradiction. Avoir prouvé
- A al'étagew est équivalent a avoir prouve queaboutit & une contradiction.
Dans ce cas, on peut exclure de toutes les étapes futuresfgss ou il y a une

preuve deA.
— A — B est prouvé a l'étage s'il n’y a jamais dans un étage futur une preuve

de A sans une preuve de.



Annexe A

Notes et compéments

A.1 Materiel de rédaction

Ce document reprend le cours qu’'a professé M. Sandu &véwsité de Paris | en
Master 1 de Philosophie, parcours LOgique, Philosophistdite et Sociologie des
Sciencesl(OPHISS. Classé dans I'U.\Histoire des Scienceplus précisément inti-
tulé Histoire de la Logiquecet enseignement a été dispensé lors du premier s@mestr
de I'année universitaire 2008-2009.

Le présent document n'aurait jamais vu le jour sans lessngé& m’'a aimablement
transmis M. Sandu. Un chapitre correspond généralemeeix heures d’enseigne-
ment.

A.2 Consicérations techniques

Ce document a été réalisé gracélX 2., plus précisément grace a la distribution
TexLive.

A.2.1 Packageemployes

Outre les habituelgsackages f pdf , i nputenc, babel, fontenc, ansnath,
anssynb, anmsfonts, |atexsym nulticol, tines,nécessairesalaréalisation
de tout document mathématique en francais, ont eéte@ragl:

— busspr oof s, qui permet de construire des arbres de dérivation simgrém

— pstricks, epsfig, pst-grad, pst-plot, utiles pour les schémas

présents dans ce document.

A.2.2 Autres outils techniques

— Letexte source a été rédigé sous Kile, un puissate @ TeXpour I'environne-
ment de bureau KDE, publié sous licer@8lU GENERAL PUBLIC LICENSE

— Les schémas ont été tracés grace a Latexdraw, uite gpplication sous Jaga
trés simple d'utilisation. Elle permet de dessiner soufogitiel type Paind et
d’obtenir le code a integrer directement dans le document.

— Les symbolesg, 5, etc., ont &té obtenus simplement grace a la macro iéeen
par M. Joinet, dont je me suis ici inspiré. Le code est delmé
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{\ mat hop{\ vdash{\ rai sebox{-0, 3ex}{\ hspace{-1, 6ex}${\ nbox{\ti ny{$\ mat hsf
{PL}$}}}$}}111}

A.2.3 Compilation

A cause de ces s@mas ici presents, il est Bcessaire de compiler le fichier
.tex d'abord en. dvi , puis en. ps, et enfin en. pdf .

A.3 Coquilles et contact

Le fichier source est disponible sur simple demande.
Toute remarque, correction, suggestion, est bienvenue :

aubert[ AT] i pn. univ-parisl3.fr

Les éventuelles erreurs du présent document ne sont em @as imputables a M.
Sandu, qui peut étre contacté a

sandu[ AT] mappi . hel si nki . fi



