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Au delà des langages réguliers
◮ Il existe des langages non-réguliers :

◮ Lanbn = {anbn | n ∈ N} et tous 
eux vus en TD.
◮ On a vu, intuitivement, 
omment les générer :X = aXb + ε �génère� Lanbn
◮ Ces sont des langages importants :

◮ Lanbnb = (sous)-langage des parenthèses.
◮ But : Donner des moyens de 
onstru
tion de langages :

◮ Constru
tion algorithmique du langage : énumérer ses mots à l'aided'un algorithme.
◮ Ou identi�
ation pro
édurale : mise à disposition d'une pro
édurepermettant d'identi�er les mots appartenant au langage

◮ Même si 
ette pro
édure peut ne pas se terminer lorsqu'elle nere
onnait pas un mot !



Grammaires
◮ Généralisation des équations de langages, de type X = aXb + 
 .
◮ Grammaire : G = (N ,T , S0,P) où :1. N = les symboles non-terminaux, ou les in
onnues de nos équations.2. T = les symboles terminaux, ou l'alphabet de nos équations.3. S0 = le symbole de start.4. P = les produ
tions, qui sont exa
tement (des généralisations de)nos équations :P ⊆

(N ∪ T)
∗N(T ∪ N)

∗

×
(T ∪ N)

∗

◮ On va é
rire une produ
tion 
omme x −→ y ,
◮ On va dire alors que x dérive en/produit y , ou que y dérive de x .
◮ x est le membre gau
he ou le sour
e de la produ
tion.
◮ y est le membre droit ou le résultat de la produ
tion.
◮ Exemple :N =

{X ,Y }
,T =

{a, b}, S0 = XP =
{aXa −→ ab
 ,XY −→ aXab,X −→ aab,YY −→ abXYa}



Dérivations
◮ Les produ
tions s'appliquent à 
ertains mots, pour produire denouveaux mots.1. Une produ
tion x −→ y peut s'appliquer à un mot w ∈ (N ∪ T )∗, siw = w1xw2.2. Le résultat de l'appli
ation de 
ette produ
tion à w sera w1yw2.
◮ On dénote w1xw2 =⇒x−→y w1yw2et aussi, de manière plus générale,w1xw2 =⇒ w1yw2
◮ Exemples pourP =

{aXa −→ ab
 ,XY −→ aXab,X −→ aab,YY −→ abXYa} :aYY a YY→abXYa
=⇒ aabXY aa XY→aXab

=⇒ aabaXabaa aXa→ab

=⇒ aabab
baa

◮ Ce type de 
haîne s'apelle dérivation.
◮ On é
rit aussi, de manière plus 
ompa
te,aYYa =⇒∗ aabab
baa, et aussi aYYa =⇒∗ aabaXabaa



Dérivations et langage
◮ Ce qui nous intéresse 
'est les dérivations qui 
ommen
ent en S0 etse terminent ave
 un mot dans T ∗.
◮ On dit alors que le mot est généré par la grammaire.
◮ Le langage généré par la grammaire G est l'ensemble de tous lesmots générés par la grammaire.
◮ Et on dénote : L(G ) =

{w ∈ T ∗ | S0 −→ w}

◮ Exemple de mots générés :N =
{X ,Y }

,T =
{a, b}, S0 = XP =

{X −→ aYYa, aXa −→ ab
 ,XY −→ aXab,X −→ aab,YY −→ abXYa}X −→ aYY a =⇒ aabXY aa =⇒ aabaXabaa =⇒ aabab
baa
◮ Le mot aabab
baa fait partie du langage généré par 
ette grammaire.



Dérivations et équations de langages
◮ On peut regarder les produ
tions 
omme un système d'équations,qui sert à générer un langage.

◮ Si on a plusieurs produ
tions ave
 le même membre gau
he, alors
ela ferait une seule équation :aXa = ab
 + XYa + εau lieu de aXa −→ ab
, aXa −→ XYa, aXa −→ ε ∈ P
◮ Le langage généré est le plus petit point �xe de l'ensemble desprodu
tions.
◮ Parfois un ensemble de produ
tions peut générer un langage vide.



Grammaires �indépendantes de 
ontexte� ou �hors 
ontexte�
◮ Limitons-nous à la 
lasse des grammaires pour lesquelles touteprodu
tion a un nonterminal 
omme membre gau
he.
◮ On n'a

epte que des produ
tions de type X −→ aXb ouX −→ abYaXZ
 .
◮ Don
 on n'a

epte pas des produ
tions aXa −→ ab
 , niYY −→ abXYa !
◮ Ces grammaires peuvent être dé
rites 
omme suit :X −→ aXb | abYaXY
 | a
YY −→ aYYaa | ε | ab

◮ C'est une autre notation pour le système :X = aXb + abYaXY
 + a
YY = aYYaa + ε + ab




Grammaires �indépendantes de 
ontexte� ou �hors 
ontexte�
◮ Un premier exemple : X −→ aXb | ε

◮ On é
rit assez souvent aussi X ::= aXb | ε.
◮ On sait bien 
e que 
ette grammaire nous génère, non ?L(G ) = {anbn | n ∈ N}

◮ Dérivation :X X→aXb
=⇒ aXb X→aXb

=⇒ aaXbb X→aXb
=⇒ aaaXbbb X→ε

=⇒ aaabbb
◮ En général :X X→aXb

=⇒ aXb X→aXb
=⇒ ....

X→aXb
=⇒ anXbn

︸ ︷︷ ︸n fois X→ε

=⇒ aaabbb
◮ Forme sententielle = tout mot sur (N ∪ T )∗ qui peut être dérivé deS0 (dans notre 
as de X ).

◮ aaaaaaXbbbbbb, X et aabb sont des formes sententielles.
◮ XX ou aXab ou aXbb ne le sont pas !



Pourquoi �indépendantes de 
ontexte� ?
◮ Prenons une produ
tion générale aXa −→ aY
aa.

◮ On dit que X dérive en Y
a sous le 
ontexte a · a.
◮ Cette produ
tion ne s'applique pas sur un mot bXa !bXa aXa→aY
aa

6⇒ ...

◮ Pour que X dérive Y
a, il faut le 
ontexte a · a !
◮ Prenons maintenant une produ
tion �indépendente de 
ontexte�X −→ Y
a.
◮ Cette produ
tion peut s'appliquer dans n'importe quel 
ontexte :bXa X−→Y
a

=⇒ bY
aa
◮ Dans une grammaire indépendente de 
ontexte (ou hors 
ontexte,pour faire plus 
ourt !), une produ
tion s'applique dans n'importequel 
ontexte.
◮ On a seulement besoin que le nonterminal à gau
he de la produ
tionapparaisse dans le mot à dériver.



Pourquoi grammaires ?
◮ C'est un liguiste qui les a inventées.
◮ Grammaire usuelle :

〈phrase〉 ::= 〈proposition〉. |
〈proposition〉.〈phrase〉 | ...

〈proposition〉 ::= 〈sujet〉〈predi
at〉 |
〈sujet〉〈predi
at〉〈
omplement〉...

〈sujet〉 ::= 〈substantif〉 | 〈pronom〉...
〈pronom〉 ::= je | tu | ...

◮ Parfois des règles dépendentes de 
ontexte.



Arbre syntaxique
◮ Une dérivation qui 
ommen
e ave
 un nonterminal dans unegrammaire hors 
ontexte peut se représenter graphiquement parl'arbre syntaxique.
◮ L'arbre est représenté ra
ine en haut.
◮ Dans la ra
ine, on met le nonterminal qui lan
e la dérivation.
◮ Un noeud et tous ses �ls représentent une produ
tion.
◮ La frontière de l'arbre = les noeuds sans �ls, forment le résultat dela dérivation.



Exemple d'arbre syntaxique
◮ Prenons notre 
as de grammaire simple :X −→ aXb | ε

◮ Pour générer a4b4 on a la suite de dérivationsX =⇒ aXb =⇒ aaXbb =⇒ aaaXbbb =⇒ aaaabbbb
◮ L'arbre syntaxique pour 
ette dérivation :

ε

a X ba bXX ba X
a X b



Quelques grammaires
◮ Grammaire des expressions arithmétiques :E −→ I | E + E | E ∗ E | (E )I −→ a | b | Ia | Ib

◮ E est le nonterminal de start.
◮ Le nonterminal I génère en e�et un langage régulier ! Lequel ?

◮ Exemple d'arbre syntaxique générant (ab + ba) ∗ a :
a

EE ∗

( )E EIaE E+I I aI I ab b
◮ Faire de même ave
 ab ∗ (a + b ∗ ba) + aa et ((ab)) + (a).



Quelques grammaires et leurs langages
◮ Exemples vus en TD :L1 =

{anb2n | n ∈ N
}L2 =

{w1n | w ∈ {a, b}∗, n ∈ N, n = #a(w)
}

◮ Le langage des parenthèses bien balan
ées :B −→ (B) | [B] | {B} | BB | ε

◮ Langages de programmation usuels...
◮ Langages réguliers (eh oui !)

◮ Tout langage régulier peut être généré par une grammaire hors
ontexte.
◮ Classe des langages hors 
ontexte : langages qui sont générés parune grammaire hors 
ontexte.



Algorithmique des grammaires � problématique
◮ D'abord, les trois problèmes 
lassiques :1. Problème de l'appartenen
e : étant donnés une grammaireG = (N,T , S0,P) et un mot w ∈ T ∗, appartient-il au langage de lagrammaire, w ∈ L(G ) ?2. Problème de langage vide : étant donnée une grammaire G , est-
eque son langage est vide ?3. Problème de langage in�ni : étant donnée une grammaire G , est-
eque son langage est in�ni ?
◮ Cher
he algorithmes !
◮ Quelques idées ?...



Appartenan
e
◮ On pourrait essayer un algorithme de for
e brute :1. Générer toutes les formes sententielles, jusqu'à une 
ertaine taille.2. Et véri�er si notre mot en fait partie.
◮ Mais quelle taille ?... 
ar on peut avoir des ε-produ
tions !
◮ En
ore 
es ε qui nous embêtent !
◮ Il faut don
 les éliminer !

◮ Car si on n'a pas d'ε-produ
tions, on génère les formes sententiellesjusqu'à la taille du mot donné !
◮ Autres opérations pourraient être utiles :

◮ Éliminer des nonterminaux ina

essibles ou 
eux ne générant que desmots qui 
ontiennent des non-terminaux !
◮ On a aussi d'algorithmes plus performants pour 
ertains 
asparti
uliers !

◮ Voir 
ours de 
ompilation !



Simpli�er un peu une grammaire hors 
ontexte
◮ Nonterminal ina

essible : ne sera présent dans au
une formesententielle (ou dans au
un arbre syntaxique).
◮ Algorithme simple d'élimination de nonterminaux ina

essibles :1. On 
onstruit itérativement l'ensemble de nonterminaux a

essiblesNa

 .2. S0 est toujours a

essible, don
 on le met dans Na

 .3. Pour 
haque X ∈ Na

 , on prend 
haque produ
tion X −→ w ∈ P eton rajoute dans Na

 les nonterminaux dans w .4. On s'arrête lorsque Na

 ne grossit plus.
◮ Après avoir fait 
ela, on élimine aussi toutes les produ
tions quiutilisent des nonterminaux dans N \ Na

 .



Éliminer autres nonterminaux inutiles
◮ Nonterminal non-génératif : toutes les dérivations de X 
ontiennentdes nonterminaux.
◮ Exemple très simple : 
onsidérons la grammaire ayant que laprodu
tion X −→ aXb

◮ Langage vide ! on ne peut générer au
un mot dans {a, b} sansnonterminal !
◮ Constru
tion de l'ensemble des nonterminaux génératifs Ngen :1. Tout nonterminal X qui possède une produ
tion X −→ w ave
w ∈ T ∗ est mis dans Ngen.2. À 
haque pas, si on trouve un X ∈ N \ Ngen mais pour lequel on aune produ
tion X −→ z pour laquelle tous les nonterminaux de zsont dans Ngen, on rajoute X dans Ngen.3. En
ore une fois, on s'arrête lorsque Ngen ne grossit plus.4. Après 
ela, on élimine toutes les produ
tions impliquant lesnonterminaux qui ne sont pas dans Ngen.



Éliminer les nonterminaux
◮ Il faut éliminer les nonterminaux non-génératifs avant d'éliminer lesina

essibles !
◮ Exemple : S −→ AB | CAA −→ aB −→ BC | ABC −→ aB | a



Éliminer les ε-produ
tions
◮ On 
onstruit itérativement l'ensemble des nonterminaux qui peuventproduire ε, Nε.1. On initialise Nε ave
 tous les terminaux X pour lesquels il existe uneprodu
tion X −→ ε.2. On rajoute à Nε un nonterminal X lorsque X −→ z ∈ P et z se
ompose que des nonterminaux déjà dans Nε.3. On s'arrête lorsque Nε ne grossit plus.
◮ Après 
ela, on élimine toutes les ε-produ
tions.
◮ Mais il faut aussi modi�er 
ertaines autres produ
tions !

◮ Si on a X −→ xYy ave
 Y ∈ Nε on va aussi rajouter la produ
tionX −→ xy dans P !
◮ Car il faut aussi prendre en 
ompte le fait que Y produit ε !

◮ Un seul problème reste : qu'est-
e qu'on fait lorsque S0 ∈ Nε ?...
◮ Éliminer toutes les ε-produ
tions 
hangerait le langage !
◮ Alors on rajoute un nouveau nonterminal S ′0 ave
 deux produ
tions :S ′0 −→ S0 | ε

◮ C'est le seul à qui on permettra d'avoir des ε-produ
tions.
◮ Il faut prouver que le langage de la nouvelle grammaire G ′ reste lemême que 
elui de la grammaire donnée G !



En
ore des éliminations
◮ Il y a en
ore des produ
tions qui nous gênent un peu dans notrealgorithme de l'appartenen
e :

◮ Renommages, 
.à.d. produ
tions de type X −→ Y , X ,Y ∈ N.
◮ Elles nous gênent 
ar leur appli
ation sur une forme sententielle nefait pas grossir 
elle-
i.
◮ Et don
 ne nous appro
he pas de notre but, 
onstruire toujours desformes sententielles plus grandes.

◮ Il faut don
 les éliminer !
◮ Une première idée : si on a X −→ Y et Y −→ w , alors on rajouteX −→ w .
◮ Sauf qu'on peut avoir des 
y
les, don
 on ne sait pas quand éliminerX −→ Y ...

◮ On va don
 pro
éder en deux étapes, 
omme pour les ε-produ
tions



Éliminer les renommages
◮ On va d'abord 
onstruire les renommages �indu
tives�, 
'est à direles séquen
es de dérivations X =⇒ Y , X ,Y ∈ N .
◮ Pour 
haque nonterminal X , on 
onstruit l'ensemble desrenommages de X :RX =

{Y ∈ N | X =⇒ Y dans G}

◮ Ces ensembles se 
onstruisent itérativement aussi.
◮ Puis on élimine d'un seul 
oup tous les renommages, mais enrajoutant des produ
tions supplémentaires :

◮ Pour tout Y ∈ RX et tout Y −→ z ∈ P rajouter X −→ z dans lenouvel ensemble de produ
tions.
◮ Exemple (ave
 élimination d'ε-produ
tions) :S −→ ASB | εA −→ aAS | a −→ εB −→ SbS | A | bb



Langage vide et in�ni
◮ Langage vide : S0 est non-génératif.
◮ Langage in�ni : on doit avoir une �bou
le� entre non-terminaux.1. On élimine tous les nonterminaux inutiles.2. On élimine les ε-produ
tions et les renommages.3. Et maintenant on 
onstruit, pour tout nonterminal X ∈ N, lesnonterminaux qui sont atteignables à partir de X ,Att(X ) =

{Y | X =⇒∗ xYz}4. Le langage est in�ni si et seulement si X ∈ Att(X ) pour un X ∈ N.



Ambiguité
◮ On peut avoir plusieurs arbres syntaxiques qui génèrent le mêmemot.
◮ Situation indésirable, surtout en lanages de programmation !

◮ On ne sait pas 
omment traduire le programme !
◮ On parle alors de grammaire ambiguë.
◮ Il faut don
 éviter d'utiliser des grammaires ambigues,éventuellement en les transformant en grammaires non-ambigues.
◮ Notre grammaire des expressions arithmétiques est ambiguë !E −→ I | E + E | E ∗ E | (E )I −→ a | b | Ia | Ib

◮ On a deux arbres syntaxiques pour a + b + ab !
◮ Autre exemple : S −→ (S) | SS | ε

◮ Les ε-produ
tions ne sont pas une sour
e d'ambiguité !



Ambiguité
◮ Pour le langage hors 
ontexte des expressions arithmétiques on peutdonner une grammaire non-ambiguë :E −→ T | T + ET −→ F | F ∗ TF −→ I | (E )I −→ a | b | Ia | Ib
◮ Mais il y a des langages hors 
ontexte pour lesquels on ne peut pasdonner de grammaire non-ambiguë !

◮ Exemple :Lambg = {anbn
mdm | m, n ∈ N} ∪ {anbm
mdn | m, n ∈ N}

◮ On dit alors que Lambg est un langage à ambiguité inhérente.



Et les autres 
as de grammaires ?
◮ Grammaire dépendant de 
ontexte ou sous 
ontexte, ou en
ore detype 1 :

◮ Toute produ
tion doit respe
ter le format xXy −→ xwy , ou X ∈ N(et x , y ,w ∈ (N ∪ T )∗ 
omme d'habitude).
◮ Grammaire de type 0 : sans 
ontrainte sur les produ
tions.
◮ Les grammaires hors 
ontexte portent aussi le nom de grammairesde type 2.
◮ Et il y a aussi les grammaires de type 3 ou régulières :

◮ Produ
tions de type X −→ wY où w ∈ T ∗ et X ,Y ∈ N.
◮ Ces sont des grammaires régulières à gau
he.
◮ On peut avoir aussi des grammaires régulières à droite.

◮ Chaque 
lasse de grammaires génère une 
lasse de langages.
◮ On a don
 les langages réguliers Reg , hors 
ontexte CF , sous
ontexte CS et de type 0 L0.
◮ Et les in
lusions Reg ( CF ( CS ( L0.

◮ In
lusions stri
tes !
◮ Déjà on le sait pour Reg ( CF ! (
'est anbn qui le prouve).



Grammaires sous 
ontexte
◮ On a vu que Lanbn = {anbn | n ∈ N} est hors 
ontexte.
◮ Mais qu'en est-il deLanbn
n = {anbn
n | n ∈ N}?

◮ Grammaire pour 
e langage :S −→ aSBC | εCB −→ BCaB −→ ab, bB −→ bb, bC −→ b
 , 
C −→ 


◮ On peut donner une grammaire sous 
ontexte aussi !
◮ Comment prouver que 
e langage n'est pas un langage hors
ontexte ?

◮ Il nous faut un lemme similaire au lemme de l'étoile !


