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Algorithmes de dé
ision
◮ Appartenen
e : Étant donné un automate A et un mot w ∈ Σ∗,dé
ider si w ∈ L(A) :

◮ Par
ourir en largeur l'arbre de dérouelements de l'automate sur lemot w .
◮ Langage vide : Étant donné un automate A, dé
ider si L(A) = ∅.

◮ Tester s'il existe une paire (q, r) ave
 q ∈ Q0, r ∈ Qf qui est reliéepar un 
hemin.
◮ Autrement : par
ourir en largeur le graphe de l'automate, en insérantdans un ensemble Rea
h tous les états qui se trouvent sur unetraje
toire initialisée (
.à.d. partant d'un état initial).
◮ Rea
h est l'ensemble des états atteignables.
◮ Laquelle des deux te
hniques est la meilleure/plus rapide ?
◮ On a aussi des états 
o-atteignables : des états à partir desquels onpeut atteindre par une traje
toire un état �nal.
◮ Exemples ....

◮ Langage in�ni : Étant donné un automate A, dé
ider si
ard(L(A)) < ∞.
◮ Tester s'il existe un état q atteignable, 
o-atteignable et qui

◮ Soit 
ontient une bou
le (q, a,q),
◮ Soit appartient à une 
omposante fortément 
onnexe ayant au moinsdeux éléments.



L'interse
tion dans la modélisation des systèmes
◮ Modélisation de la 
on
urren
e :
◮ Modèle d'automate �ni pour 
haque pro
essus :while (true) { while (true) {�ag1 := true ; �ag2 := true ;while �ag2 do no-op ; while �ag1 do no-op ;se
tion 
ritique 1 se
tion 
ritique 2�ag1 := false ; �ag2 := false ;} }
◮ Construire un automate pour 
ha
un des pro
essus, puis interse
ter.

◮ Automate de Mealy, transitions étiquetés par des valeurs de variables.
◮ Aussi, bou
les dans 
haque état, provoquées par les modi�
ationsfaites par l'autre pro
essus sur ses variables.
◮ Ajouter une étiquette indiquant quel pro
essus a exé
uté l'opération.

◮ Observer s'il y a ex
lusion mutuelle :
◮ État 
orrespondant aux deux pro
essus en même temps en se
tion
ritique !

◮ Observer s'il y a interblo
age :
◮ État à partir duquel au
un pro
essus ne peut avan
er.



L'interse
tion dans la modélisation des systèmes (2)
◮ Et maintenant la bonne solution de Dijsktra :while (true) { while (true) {�ag1 := true ; �ag2 := true ;turn := 2 ; turn := 1 ;while (�ag2 & turn = 2) while (�ag1 & turn = 1)do no-op ; do no-op ;se
tion 
ritique 1 se
tion 
ritique 2�ag1 := false ; �ag2 := false ;} }
◮ Ex
lusion mutuelle assurée ?
◮ Et l'absen
e d'interblo
age ?



Algorithmes, suite
◮ États ina

essibles :

◮ Ne peuvent pas se trouver sur une traje
toire initialisée.
◮ Don
 on ne peut jamais les fran
hir à partir d'un état initial.

◮ Notion duale : états non-
oa

essibles :
◮ Ne peuvent pas se trouver sur une traje
toire qui s'arrête dans unétat �nal.

◮ Élimination des états ina

essibles par par
ours en largeur :
◮ On part ave
 un ensemble S formé d'états initiaux, qui sont toujoursa

essibles (non ?).
◮ À 
haque itération, on rajoute à S tous les états qui sontfran
hissables de S en une transition.
◮ On s'arrête lorsque le nouvel S est le même que 
elui de l'itérationpré
édente.

◮ Pareil pour les 
o-a

essibles.



Automates déterministes et 
omplémentation
◮ Il nous reste une opération importante sur les langages : la
omplémentation.
◮ Problème : on nous donne un automate A = (Q, Σ, δ,Q0,Qf ) et onnous demande si Σ∗ \ L(A) est re
onnaissable.
◮ Supposons que A est déterministe.

◮ Un seul état initial, et une seule issue de 
haque état ave
 une lettredonnée !
◮ Tout mot est don
 asso
ié à au maximum une traje
toire initialisée.
◮ On peut même faire en sorte que 
haque mot soit asso
ié àexa
tement une traje
toire initialisée !
◮ On rajoute un état puits :



Automates déterministes et 
omplémentation
◮ Bien-sûr, 
et état puits n'est pas 
o-a

essible, il serait normalementinutile ...
◮ ... mais il va bien nous servir pour la 
omplémentation !
◮ δ dans un automate déterministe 
omplet devient fon
tion :

δ : Q × Σ −→ Q(elle était fon
tion partielle dans un automate déterministequel
onque !)
◮ On peut même dé�nir δ∗ : Q × Σ∗ −→ Q :

◮ δ(q0,w) donne l'état �nal de l'unique traje
toire asso
iée à w dans
A.

◮ Complémentation : A
 = (Q, Σ, δ, {q0},Q \ Qf ) :
◮ Puisque dans un automate déterministe 
omplet, 
haque mot estasso
ié à une unique traje
toire initialisée,
◮ ... un mot est a

epté par A ssi δ(q0,w) ∈ Qf ,
◮ ... don
 un mot n'est pas a

epté par A ssi δ(q0,w) 6∈ Qf ,
◮ ... 
e qui revient à dire δ(q0,w) ∈ Q \ Qf !



Déterminisation des automates
◮ On prend un automate A = (Q, Σ, δ,Q0,Qf ).
◮ n voudrait 
onstruire un automate déterministe B ayant le mêmelangage que (
.à.d. équivalent à) A)
◮ On suit une idée similaire à l'algorithme de test du langage vide :

◮ On 
onstruit les ensembles d'états (ma
ro-états) fran
hissables ave
le même mot.
◮ Constru
tion indu
tive, par indu
tion sur la longueur des mots.
◮ La 
onstru
tion s'arrête lorsqu'on trouve, pour tous les mots delongueur n + 1, des ensembles déjà 
onstruits pour les mots delongueur inférieure.

◮ Il faut aussi 
hoisir les états �naux :
◮ Ce sont les ma
ro-états qui 
ontiennent un état �nal !



Déterminisation des automates : formalisation�Subset 
onstru
tion�
◮ Pour 
onstruire B = (R , Σ, δ′, r0,Rf ) déterministe :R = 2QCe qu'on 
onstruit 
'est des sous-ensembles d'états.r0 = Q0Rf =

{S ⊆ Q | S ∩Qf 6= ∅
}Car il su�t qu'une seule traje
toire fran
hisse Qf

δ′ =
{S1 a

−→ S2 | S2 = δ(S1, a)}I
i, on a 
onsidéré que δ est une fon
tion :
δ(S , a) = {q ∈ Q | ∃s ∈ S , q a

−→ s}
◮ Construire δ′(S , a) revient à prendre tous les états fran
hissables parune a-transition qui part d'un état de S .
◮ Exemples :



Déterminisation : preuve
◮ On peut prouver que

δ′(r0,w) =
{q ∈ S | ∃ρ traje
toire initialisée asso
iée ave
 wet qui s'arrête en q}

◮ Preuve par indu
tion sur la longueur de w .
◮ Remarque : B est 
omplète :

◮ Pour 
haque S ⊆ Q et a ∈ Σ, δ′(S , a) est bien dé�ni,
◮ ... même si parfois δ′(S , a) = ∅.
◮ ∅ est un état puits : δ(∅, a) = ∅ pour tout a.
◮ ∅ 6∈ Rf .


