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Algorithme d'Earley
◮ Algorithme permettant de véri�er si un mot w = w1w2 . . .wn esta

epté par une grammaire.
◮ Con�gurations de l'algorithme : ensemble d'items [i ]X −→ α • β[j ],où

◮ X −→ αβ est une produ
tion, dont le membre droit est dé
oupé endeux mots, α · β .
◮ 1 ≤ i ≤ j ≤ n sont des indi
es représentant le sous-mot wi . . .wj dew que la produ
tion 
ourante est 
ensée produire.
◮ Le • donne la position 
ourante dans le mot w jusqu'où laprodu
tion 
ourante est �
apable de générer� w .

◮ L'algorithme fon
tionne en 
onstruisant itérativement des items , àpartir de la 
on�guration 
ontenant toutes les produ
tionsS −→ • α, jusqu'à 
e qu'une 
on�guration 
ontenant
[0]S −→ α • [n] soit 
onstruite.



Algorithme d'Earley1. Initialisation : Con�gurationC0 =
{

[0]S −→ • α[0] | S −→ α ∈ P}.2. Le
ture : Si, dans Ci on a un item [j ]X −→ α • aβ[i ] ave
 a = wi+1((i + 1)-ième lettre du mot d'entrée), alors on rajoute dans Ci+1l'item [j ]X −→ αa • aβ[i + 1].3. Prédi
tion : Si, dans Ci on a un item [j ]X −→ α • Yβ[i ] alors onrajoute dans Ci tous les items [i ]Y −→ • γ[i ], pour toute produ
tionY −→ γ ∈ P .4. Complétion : Si, dans Ci on a un item [j ]Y −→ γ • [i ] alors pourtout autre item de la forme [k]X −→ α • Y β[j ] dans Cj on rajouteaussi l'item [k]X −→ αY • β[i ] dans Ci (attention aux indi
es !).



Algorithme d'EarleyGrammaire : E −→ T | E + TT −→ F | T ∗ FF −→ a | b | (E)Génération de a+ b :C0 C1 C2 C3
[0]E → • T [0]
[0]E → • E+T [0]
[0]T → • F [0]
[0]T → • T ∗F [0]
[0]F → • a[0]
[0]F → • b[0]
[0]F → • (E)[0] [0]F → a • [1]

[0]T → F • [1]
[0]T → T • ∗F [1]
[0]E → T • [1]
[0]E → E • +T [1] [0]E → E+ • T [2]

[2]T → • F [2]
[2]T → • T ∗F [2]
[2]F → • a[2]
[2]F → • b[2]
[2]F → • (E)[2] [2]F → b • [3]

[2]T → F • [3]
[2]T → T • ∗F [3]
[0]E → E+T • [3]

◮ Don
 a+ b a

epté (on trouve [3]E → E + T • [3] dans la dernière 
olonne).
◮ Essayer aussi ave
 a+ b ∗ a, a ∗ (b ∗ (b)), b+ !



Automates pour langages hors 
ontexte
◮ Automate à pile : utilise une mémoire in�nie, organisée à la manièred'une pile.

z
a qb a a b a a
 
 
 zxzy

◮ Les lettres du mot sont lues de gau
he à droite.
◮ À 
haque pas, le top de la pile 
ompte dans la modi�
ation de l'étatde l'automate.
◮ À 
haque pas, on peut empiler ou dépiler des symboles.



Automates à pile
◮ A = (Q, Σ, Γ, δ, q0,Z0,Qf ).
◮ Q = ensemble d'états.
◮ Σ = alphabet d'entrée (bande de le
ture).
◮ Γ = alphabet de pile.
◮ q0 = état initial, Qf = ensemble d'états �naux.
◮ Z0 = symbole initial dans la pile.
◮ δ = relation de transition :

δ ⊆ Q ×
(

Σ ∪ {ε}
)

× Γ × Γ∗ × Q



Con�guration dans un automate à pile
◮ Une transition dans δ est un tuple q a,z,γ

−−−→ r .
◮ Si l'automate est dans l'état q, la lettre sous la tête de le
ture est aet le top de la pile est z ,
◮ ... alors on rempla
e le top de la pile z par le mot γ ∈ Γ∗,
◮ ... et on 
hange d'état en r .

◮ Une 
on�guration de l'automate : (q,w , γ) ∈ Q × Σ∗ × Γ∗.
◮ Tuple (état, partie du mot pas en
ore lue, 
ontenu de la pile).

◮ De 
ette 
on�guration on peut évoluer dans une autre en appliquantune transition q a,z,β
−−−→ r :

◮ Si la première lettre du mot d'entrée w est a,
◮ Et la première lettre du mot de pile γ est z ,
◮ Alors on 
hange d'état en r , on �bou�e� a et on rempla
e z par β.
◮ On é
rit alors (q,w = aw ′, γ = zγ′) ⊢ (r ,w ′, βγ′).

◮ Con�guration initiale : (q0,w ,Z0).
◮ Con�guration a

eptante : (r , ε, γ) ave
 r ∈ Qf .
◮ Si de (q,w ,Z0) on peut fran
hir un (r , ε, γ) pour r ∈ Qf , alors west a

epté !



Traje
toires d'automates à pile
◮ Liste de transitions (ça ne sert plus à rien de représenter l'automate
omme un graphe...).q0 a,A,AA

−−−−→ q q a,A,AA
−−−−→ qq b,A,ε

−−−→ r r b,A,ε
−−−→ r

◮ État initial q0, �nal r , symbole initial de pile A.
◮ Exemple de 
on�guration initiale : (q0,w ,A).
◮ Exemple de traje
toire = suite de 
on�gurations reliées par destransitions :

(q0, aaabb,A) ⊢ (q, aabb,AA) ⊢ (q, abb,AAA) ⊢ (q, bb,AAAA)

⊢ (r , b,AAA) ⊢ (r , ε,AA)

◮ Et don
 on a

epte aaabb !
◮ Essayer aussi ave
 aaab et aabb.



Traje
toires
◮ Exemple de traje
toire non-a

eptante :

(q0, abab,A) ⊢ (q, bab,AA) ⊢ (r , ab,A) 6⊢

◮ ... 
ar il n'y a pas de transition qui puisse s'appliquer dans 
ette
on�guration !
◮ Même plus, au
une autre traje
toire ne peut être asso
iée à abab !



Langage a

eptéLangage a

epté par un automate A :L(A) =
{w ∈ Σ∗ | (q0,w , γ0) ⊢ (r , ε, z) 
on�guration a

eptante }Exemple : q0 a,A,AA

−−−−→ q q a,A,AA
−−−−→ qq b,A,ε

−−−→ r r b,A,ε
−−−→ r

◮ Automate à pile pour L = {anbm | n > m}



Exemples d'automates à pile
◮ Et si on voulait exa
tement Lanbn = {anbn | n ∈ N} ?
◮ Il faut avoir bou�é, quand on entre dans l'état �nal, tous les A dansla pile !
◮ Automate ave
 ε-transitions :q0 a,Z0,Z0A

−−−−−→ q q a,A,AA
−−−−→ qq b,A,ε

−−−→ r r b,A,ε
−−−→ rr ε,Z0,ε

−−−−→ s q0 ε,Z0,ε
−−−−→ s

◮ Et maintenant 
'est s qui est l'état �nal !
◮ Pas de transition en s !

◮ Don
 si on a appliqué la dernière transition dès le début, on estbloqué dans une 
on�guration (s,w , ε) qui n'est pas �nale !



A

eptation par pile vide
◮ On peut modi�er la dé�nition de l'a

eptation par automate à pile :

◮ On permet de s'arrêter dans n'importe que état.
◮ Mais il faut avoir �ni de par
ourir le mot d'entrée.
◮ Et aussi la pile devrait être vide !

◮ Modi�ons notre exemple pour Lanbn pour qu'il fon
tionne para

eptation par pile vide :q0 a,A,AA
−−−−→ q q a,A,AA

−−−−→ qq b,A,ε
−−−→ r r b,A,ε

−−−→ rr ε,A,ε
−−−→ s q0 ε,A,ε

−−−→ s
◮ On voit que le premier A dans la pile ne sert pas à 
ompter les b,mais plut�t pour �naliser la traje
toire.
◮ Théorème : Si un langage est a

epté par un automate à pile para

eptation sur états �naux, alors il sera a

epté aussi par unautomate à pile par a

eptation par pile vide, et vi
e-versa !



Automates à pile et grammaires hors 
ontexte
◮ Théorème : Tout langage hors 
ontexte est a

epté par unautomate à pile. La ré
iproque est vraie aussi : tout langage d'unautomate à pile est hors 
ontexte.
◮ Asso
iation d'un automate à pile à une grammaire hors 
ontexte :

◮ Les nonterminaux et les terminaux forment l'alphabet de la pile.
◮ Chaque produ
tion est simulée sur la pile.
◮ Un seul état su�t !
◮ Si le top de la pile est un terminal a, il faut le bou�er sur la banded'entrée.
◮ Si 
'est un nonterminal X , il faut faire une ε-transition qui pla
e surla pile le résultat d'une produ
tion de X .
◮ A

eptation par pile vide.



Automate à pile pour une grammaire hors 
ontexte
◮ Exemple de grammaire : S −→ ASB | εA −→ aAS | aB −→ SbS | bb
◮ Automate asso
ié :q ε,S,ASB

−−−−−→ q q ε,S,ε
−−−→ qq ε,A,aAS

−−−−−→ q q ε,A,a
−−−→ qq ε,B,SbS

−−−−−→ q q ε,B,bb
−−−−→ qq a,a,ε

−−−→ q q b,b,ε
−−−→ q

◮ Symbole initial de pile : S !
◮ A

eptation de aaabbb : arbre syntaxique, et traje
toire dansl'automate.



Limites des langages hors 
ontexte
◮ On peut dé�nir des automates déterministes.
◮ Mais ils ne seront pas équivalents ave
 les non-déterministes.

◮ Un automate déterministe génère un langage non-ambigu.
◮ Et 
omme il y a des langages à ambiguité inhérente, 
es langages nepeuvent pas être a

eptés par un tel automate déterministe.

◮ Le problème du langage vide est dé
idable (
.à.d. il y a desalgorithmes).
◮ Mais véri�er qu'une grammaire a

epte tous les mots sur unalphabet n'est pas dé
idable !
◮ L'union et la 
on
aténation de deux langages hors 
ontexte est hors
ontexte ! (le prouver !)
◮ Mais il existe des langages hors 
ontexte dont le 
omplément n'estpas un langage hors 
ontexte.
◮ Et aussi, l'interse
tion de deux langages hors 
ontexte peut ne pasêtre hors 
ontexte.
◮ Toutefois, si L est hors 
ontexte et R est régulier alors L ∩ R serahors 
ontexte !



Lemme de �gon�ement� ou de �pompage� pour les langageshors 
ontexte
◮ Si L est hors 
ontexte, alors il existe un entier n0 ∈ N tel que toutmot de L (z ∈ L) 
ontenant plus de n0 lettres peut s'é
rirez = xyzuv , ave
 les propriétés suivantes :1. yu 6= ε.2. Le �rayon hors 
ontexte� xynzunv est 
ontenu dans L : pour toutn ∈ N, xynzunv ∈ L.
◮ Généralisation du lemme de l'étoile des langages réguliers.
◮ S'applique de la même manière :
◮ Preuve par rédu
tion à l'absurde :1. On suppose que L est hors 
ontexte et on prouve que le lemme degon�ement nous amène à une 
ontradi
tion.
◮ Comment trouver une 
ontradi
tion :

◮ On prend un mot z ∈ L et on le dé
ompose de toutes les manièrespossibles en z = xyzuv .
◮ Pour 
haque dé
omposition, on devrait prouver que le rayon xynzunne peut pas être in
lus dans L.



Lemme de gon�ement
◮ Idée de preuve du lemme :

◮ On prend une grammaire pour le langage.
◮ On l'amène à une forme qui ne 
ontient plus d'ε-produ
tions, ni derenommages, et tous les nonterminaux sont utiles.
◮ On prend n0 = k
ard(N)+1, ou k est le nombre de lettres dans la plusgrande produ
tion.
◮ On prend un mot w ayant plus de n0 lettres.
◮ On prend aussi un arbre syntaxique pour w .
◮ Du fait du 
hoix de n0, dans l'arbre syntaxique il doit y avoir un
hemin ra
ine −→ feuille qui a plus de n0 arêtes.
◮ Alors un des noeuds de 
e 
hemin se repète � et il 
orrespond à unnonterminal X !
◮ On a identi�é une partie de l'arbre qui peut être répétée autant defoix qu'on veuille !
◮ La frontière de 
ette partie de l'arbre, à gau
he de sa feuille X , formela partie y de notre mot, et 
elle de droite forme u.
◮ Le reste de la frontiere forme x , z et v .
◮ Répéter n fois la partie de l'arbre trouvée, revient à générer xynzunv .
◮ Dessin sur le tableau...



Exemple d'appli
ation du lemme de gon�ementLanbn
n = {anbn
n | n ∈ N}.
◮ Prenons toute dé
omposition d'un mot anbn
n en xyzuv .
◮ Plusieurs 
as possibles :1. y et u ne 
ontiennent que des a.2. y 
ontient des a et u 
ontient des b.3. y 
ontient des a et u 
ontient des 
.4. y et u ne 
ontiennent que des b.5. y 
ontient des b et u 
ontient des 
.6. ....7. y 
ontient des a et des b et....
◮ Mais il y a deux types de 
as :1. Quand les deux mots y , u prennent 
ha
un un seul type de lettre.2. Quand un des deux mots y , u prend deux types de lettres.
◮ Dans 
haque 
as, il faut prouver qu'il existe des membres du rayonxynzunv qui ne sont pas dans L.
◮ Dans tous les 
as i
i on peut prouver que xyyzuuv = xy2zu2v n'estpas dans le langage.



Exemple de langage non-hors 
ontexte
◮ L =

{w ∈ {a, b, 
}∗ | #a(w) = #b(w) = #
(w)
}.

◮ Au lieu d'appliquer le lemme de gon�ement, on peut utiliser une idéevue pour les langages réguliers :
◮ Si L était hors 
ontexte, alors L ∩ R serait aussi hors 
ontexte pourtout langage régulier R.

◮ Il nous faut R régulier tel que L ∩ R = {anbn
n | n ∈ N}.
◮ Qui pourrait être R ?


